THORALF ALBERT SKOLEM IN MEMORIAM

JENS ERIK FENSTAD

Professor Thoralf Albert Skolem dgde den 23. mars 1963 nser 76 &r
gammel. Med ham har Norge mistet en av sine fremste matematikere
gjennom alle tider. Professor Skolems bortgang kom meget uventet, like
til det siste var han i full aktivitet. Han sto like foran en reise til U. S. A,
hvor han, som s& ofte for, var innbudt til & forelese ved en rekke univer-
siteter. Han var fremdeles meget produktiv innen sitt fag.

Thoralf Skolem var fgdt den 23. mai 1887 i Sandsver som senn av
lerer og kirkesanger Even Skolem. Examen artium tok han i 1905 og
begynte deretter & studere realfag ved Universitetet i Oslo hvor han
i 1913 tok den matematisk-naturvitenskapelige embetseksamen med den
omfattende fagkrets: fysikk, kjemi, botanikk, zoologi og som hovedfag
matematikk. For sin hovedfagsoppgave, "Undersgkelser innenfor logikkens
algebrag, fikk han ren 1.0. Thoralf Skolem var forst en tid privatassistent
for professor Kr. Birkeland, og det var innen fysikken, sammen med
Birkeland, at Skolem offentliggjorde sine forste vitenskapelige arbeider:
to noter angdende Zodiakallyset samt deler av den matematiske utar-
beidelse av Birkelands nordlysresultater.

Vinteren 1915-16 studerte Skolem i Géttingen under de meget van-
skelige forhold som den forste verdenskrig skapte. Fra 1916-18 var han
universitetsstipendiat, og i 1918 ble han beskikket i en nyopprettet
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stilling som dosent i matematikk ved Universitetet i Oslo, eller Kristiania
som det dengang hette.

Ner forti ar gammel, i 1926, tok Skolem doktorgraden pé& avhand-
lingen »Einige Sétze iiber ganzzahlige Losungen gewisser Gleichungen und
Ungleichungen«. Den noe hgye alder har sin forklaring. Viggo Brun og
Skolem inngikk i yngre ar en overenskomst om at ingen av dem skulle
bry sig med & ta doktorgraden, men i midten av tyvearene kom en yngre
garde stormende. I 1924 tok Jystein Ore sin grad, og i 1926 sto Trygve
Nagell for tur. Skolem mente da det var riktig at han ogsid oppfylte
det formelle krav som en doktorgrad gjerne oppfattes a4 veare, og han
ofikk tillatelse« av Brun til & disputere. Brun var for gvrig alt i 1924
blitt utnevnt til professor ved Norges Tekniske Hogskole.

Den 23. mai 1927 ble Skolem gift med Edith Wilbelmine Hasvold.

Fra 1930 til 1938 var Skolem forsker ved Chr. Michelsens Institutt,
en meget frittstdende stilling med samme betingelser som en professor
— bortsett fra administrasjon og undervisning! Som forsker ved Chr.
Michelsens Institutt matte han oppholde seg i Bergen, og i forordet til
sin velkjente monografi »Diophantische Gleichungen« bemerker han de
store vanskeligheter det var med & skaffe matematisk litteratur der.

I en alder av 51 ar ble Skolem i 1938 utnevnt til professor ved Univer-
sitetet i Oslo. Han foreleste gjerne algebra og tallteori for de hovedfags-
studerende, mer sjelden foreleste han over den matematiske logikk, det
fag han vel har gjort storst innsats innenfor. Thoralf Skolem var av
natur meget beskjeden og tilbakeholdende. Han skapte ingen skole og
hadde ingen »elever«, men gjennom sin innsats og sin forskergled har
han inspirert mer enn en av de yngre norske matematikere.

I 1957 falt Skolem for aldersgrensen; etter den tid har han flere
ganger veert Visiting Professor ved amerikanske universiteter.

Innen sitt fags organisasjoner har professor Skolem vert en aktiv og
ofte benyttet mann. En liten oppsummering viser det: Han har vert
formann i Norsk Matematisk Forening og flere ganger representert norske
matematikere utad. I en adrrekke var han redakter for Norsk Matematisk
Tidsskrift og fortsatte etter dets oppher som redakter av Mathematica
Scandinavica. Han var ogsd redakter for Acta Mathematica og Journal
of Symbolic Logic. Professor Skolem var medlem av flere vitenskapelige
akademier, alt i 1918 ble han innvalgt som medlem av Vitenskapsaka-
demiet i Oslo. Hyppig har han vert innbudt som foredragsholder ved
internasjonale kongresser og symposier, og han er blitt tildelt flere
vitenskapelige ®resbevisninger, bl. a. fikk han i 1962 Gunnerus-medaljen
fra Det Kongelige Norske Videnskabers Selskab.

I 1954 ble han utnevnt til Ridder av 1. klasse i St. Olavs-ordenen.
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Men det er forst og fremst gjennom sin vitenskapelige innsats pro-
fessor Skolem vil bli minnet. Leerergjerning og organisasjonsvirksomhet
var ngdvendige plikter, — forskningen var hans liv.

Etter en forelgpig opptelling fins det 182 vitenskapelige publikasjoner
fra Skolems hand, en rekke av dem epokegjorende, de aller fleste av
stor vitenskapelig verdi, og noen f& av mindre interesse for ettertiden.
Professor Skolem var jo redakter av Norsk Matematisk Tidsskrift, og
det hendte han i full fart matte skrive en avhandling eller to for & fylle
et hefte. En del mindre meddelelser i algebra og tallteori herer til denne
kategori. I samme tidsskrift finnes ogsa den noe kurigse »En liten studie
i transfinit mekanikk« fra 1940. P4 den annen side fins det fra hans
hénd meget betydningsfulle avhandlinger pa dette noe bortgjemte sted;
ett eksempel er »Uber die mathematische Logik« fra 1928. Professor
Skolem har ogsi skrevet en lang rekke meget grundige anmeldelser i
dette tidsskrift, ikke bare innen matematikk, men ogsé innen filosofi og
fysikk, fag han interesserte seg sterkt for. Det bor nevnes at han, logikeren
og tallteoretikeren, var en av de {4 matematikere som flittig mette frem
til fysikernes foredrag og diskusjoner.

Professor Skolem publiserte gjerne sine arbeider enten i Vitenskaps-
akademiets Skrifter og Avhandlinger, i Norsk Matematisk Tidsskrift,
eller i Det Kgl. Norske Videnskabers Selskabs Forhandlinger. En grovtel-
ling viser at vel 120 av hans 180 arbeider er offentliggjort pa disse steder.
Dette har veert til noe av fortvilelse for hans utenlandske fagfeller, da
disse publikasjoner ikke er av de mest tilgjengelige, — et akademis
skrifter, i broket blanding som de gjerne kommer, havner som oftest i
ett eller annet magasin i sentralbibliotekets kjeller og kommer svert
sjelden opp p4 det matematiske bibliotek. En samlet utgave av Skolems
arbeider er derfor sveert pikrevd; en forste begynnelse ble gjort alt for
han dede, og dette arbeidet fortsetter. Hans egne skrifter, i samlet form,
vil veere ham et bedre minne enn mange store ord ved hans ded.

Store matematikere begynner gjerne & publisere i ung alder. Professor
Skolem var en unntagelse. Da han ble dosent i 1918, 31 ar gammel,
foreld det fra ham to arbeider (bortsett fra noen mindre ting han skrev
sammen med Kr. Birkeland som dennes assistent). Men omkring 1920
kom det en serie avhandlinger som stilte Skolem blant de fremste forskere
innen den matematiske logikk: »Untersuchungen iiber die Axiome des
Klassenkalkiils . ..« daterer seg fra 1919. Aret etter kom »Logisch-kom-
binatorische Untersuchungen iiber die Erfiillbarkeit oder Beweisbarkeit
mathematischer Sitze ...« I 1922 holdt han et foredrag pa den femte
skandinaviske matematikerkongress, »Einige Bemerkungen zur axioma-
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tischen Begriindung der Mengenlehre, og endelig i 1923 kom det store
arbeid »Begriindung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende
Denkweise ...« Alt dette avhandlinger som er blitt klassiske innen lo-
gikken, selv om de nok av samtidens matematikere, iser de skandina-
viske, forble ganske upiaktede og uleste!

Professor Skolems innsats er altfor stor og mangesidig til kort & kunne
omtales eller karakteriseres. Vi har gjort et utvalg av hans verker, som
nok er subjektivt, men som vi tror innbefatter de ting han lengst vil
huskes for. Og vi anser det som vesentlig & antyde noe om de ideer og
problemer han arbeidet med.

I avhandlingen fra 1920 beviser Skolem den sats som siden har baret
navnet Skolem-Lowenheims teorem. Kort utsier denne at hvis en endelig
eller tellbar uendelig utsagnsmengde, formulerbar innen den sedvanlige
predikatkalkyl, er oppfyllbar (eller, i annen terminologi, har en modell),
sd er denne utsagnsmengde allerede oppfyllbar innen et tellbart individ-
omréde. Et biprodukt av beviset for denne sats er den kjente Skolems
normalform for predikatkalkylen.

I foredraget fra 1922 danner denne Skolem-Léwenheims sats utgangs-
punktet for den relativisering av mengdebegrepet som Skolem papekte,
og som siden ble kjent under navnet Skolems paradoks. Hvis Zermelos
aksiomatikk er fri for motsigelser, ma den ha en modell, dvs. vare oppfylt
innen et, hva Skolem kaller, »Denkbereich«, og dermed etter satsen ogsa
veere oppfylt innen et tellbart omrade. Men dette star i strid med Cantors
lzere om det ikke-tellbare, om den uendelige folge av stadig sterre trans-
finite mektigheter. Skolems »paradoks« er likevel ingen motsigelse, grovt
sagt viser det at der fins ingen fullstendig aksiomatisering av matema-
tikken, og at visse begreper, som f. eks. mektighetsbegrepet, ma opp-
fattes relativt til den gitte aksiomatikk og modeller av denne. En mengde
som innen et aksiomsystem ikke kan vises 4 vere tellbar, kan innen en
modell av dette system erkjennes som tellbar. Dette er kanskje et para-
doks, men ingen motsigelse, det hele beror pa at opptellingsfunksjonen
ikke kan konstrueres innen aksiomatikken.

I samme foredrag gir Skolem den i dag allment aksepterte presisering
av mengdebegrepet og frir dermed mengdelseren fra den psykologisme
som ligger i Cantors beskrivelse av en mengde som »eine Zusammenfas-
sung von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen«. Zermelo erstattet dette Cantors
begrep med det noe vage at mengder blir bestemt gjennom »definite
Aussagen«. Skolem presiserte dette ganske enkelt — for oss som er for-
trolig med logikkens symbolsprak — til det at velbestemt utsagn er det
samme som en predikatlogisk formel. Skolem utfylte ogsid pa et viktig
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punkt Zermelos aksiomsystem, si det som i dag ofte benevnes Zermelo-
Fraenkels system, rettere burde hete Zermelo-Skolem-Fraenkels versjon
av den aksiomatiske mengdelzere.

Skolem selv var ingen ubetinget tilhenger av mengdeleren med dens
transfinite mektigheter og ikke-konstruktive resonnementer. Hans syn
er vel bedre representert gjennom den store avhandlingen fra 1923. I
den sgker Skolem & bygge opp den elementare aritmetikk uten anvendelse
av kvantorene ralle« og »det fins« utstrakt over den hele mengde av
naturlige tall. Historisk sett mé& dette arbeid betraktes som »det forste«
innen den rekursive matematikks teori. I en avhandling fra 1924 gir
han ogsé et konstruktivt bevis for algebraens fundamentalsats. Men mens
den rekursive teori har hatt en rik utvikling, har den strengt finitistiske
oppbygning av matematikken som Skolem foreslo, vakt mindre interesse.
I sitt foredrag til den internasjonale matematikerkongress i 1950 uttalte
han at »the very natural feature of my considerations would convince
people that this finitistic treatment of mathematics was not only a
possible one but the true or correct one—«. For en vanlig matematiker
fortoner dette seg som et ganske ekstremt standpunkt, sa Skolem haster
med & tilfgye: »"Now I will not be misunderstood, I am no fanatic,—«.

Skolems arbeider innen den matematiske logikk vakte liten interesse
blant hans skandinaviske kolleger, og han har senere selv antydet at
det ga liten inspirasjon & vite at hans arbeider forble uleste. Fra midten
av tyvearene begynte han & arbeide mer med tradisjonelle og »aktverdige«
matematiske disipliner: algebra og tallteori. Innenfor teorien for dio-
fantiske ligninger har Skolem skrevet en rekke omfattende arbeider, ikke
s meget om spesielle ligninger som om metoder av mer generell karakter.
Mest kjent er han vel for sin sikalte p-adiske metode, som i visse tilfeller
lar en konkludere at spesielle systemer diofantiske ligninger har kun et
endelig antall heltallige lgsninger. I visse tilfeller lyktes det ogsa Skolem,
sin natur tro, & angi konstruktive metoder til 4 finne disse losninger. Et
kjent arbeid fra Skolem om denne metode er »Einige Sitze iiber p-adische
Potenzreihen mit Anwendung auf gewisse exponentielle Gleichungen« fra
Math. Annalen 1935. I 1938 kom den kjente monografi »Diophantische
Gleichungen« i Ergebnisse-serien.

Innen algebraen har Skolem ogsé veert meget produktiv, mest kjent
her er han kanskje for hva han selv i de ferste linjer kaller »dieser kleine
Aufsatz«, nemlig: »Zur Theorie der assoziativen Zahlensysteme«. Blant
de 65 anfgrte satser der er han vel i dag best kjent for hva som na kalles
Skolem-Nothers teorem som karakteriserer automorfismene av simple
algebraer. Denne sats som ble funnet av Skolem i 1927 og senere gjen-
oppdaget av Emmy Nother og R. Brauer, uttaler i sin nyere utforming,
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kort formulert, at det fins ikke andre automorfismer enn indre auto-
morfismer av simple algebraer 4 av endelig rang over en kropp K, der
K er sentret til 4 og invariant under automorfismen.

Skolems innsats innen algebra og tallteori, som er langt mer omfattende
enn det som her kan nevnes, skulle rekke til mer enn en matematiker-
reputasjon. Og s& kommer hans logikk i tillegg.

I 1928, i Norsk Matematisk Tidsskrift, offentliggjor han et foredrag,
»Uber die mathematische Logik¢, som han tidligere samme ar hadde
holdt i Norsk Matematisk Forening. Bak denne noe beskjedne presenta-
sjon skjuler seg et meget betydningsfullt arbeide. I det vil han, som
han selv angir, vise hvorledes deduksjonsproblemet for den elementere
logikk kan tilbakefgres pi et aritmetisk-kombinatorisk problem. A av-
gjere, sier han, for gitte formler U og V, om V felger av U er ensbetydende
med & undersoke om U & V er en motsigelse eller ikke. Det er saledes
klart, konkluderer han, at alt reduserer seg til & avgjere om en gitt
formel er en kontradiksjon eller ikke. Og s gir Skolem en generell metode
hvorved deduksjonsproblemet blir redusert til en ren aritmetisk oppgave.
I sin alminnelighet lar den seg ikke effektivt lose, men for visse klasser
av formler kan man finne en effektiv avgjerbarhetsmetode. De eksempler
Skolem her gir, er viktige bidrag til det sakalte logiske »Entscheidungs-
problem«. Skolem har offentliggjort en rekke arbeider over dette pro-
blem, og spesielt disse arbeider har et kombinatorisk preg. Typisk i s&
méte er en liten avhandling fra Fundamenta Math. 1933, »Ein kombina-
torischer Satz mit Anwendung auf ein logisches Entscheidungsproblemx.
Den kombinatoriske sats det her er tale om, er det velkjente Ramsays
teorem, som Skolem gir en skjerpet versjon av med et forenklet bevis.

For gvrig har Skolem skrevet en rekke arbeider innen kombinato-
rikken i en snevrere betydning. Sammen med Viggo Brun sto han for
annenutgaven av Netto: »Lehrbuch der Kombinatorik, og har der til-
foyd en lang rekke originale bidrag.

I 1929 kommer en av Skolems mest kjente avhandlinger, »Uber einige
Grundlagenfragen der Mathematik«. Der vender han tilbake til Skolem-
Lowenheims sats og gir for denne to nye beviser. Ett er kort, men bruker
utvalgsaksiomet. Det andre er heller ikke konstruktivt i en snevrere
betydning, men fortjener en spesiell kommentar. Skolem oppfattet ikke
logikken aksiomatisk. Konsistensbegrepet var for ham det semantiske,
dvs. oppfyllbarhet innen et individomrade. I dag er det mer vanlig med
et bevisteoretisk (eller deduktivt) konsistensbegrep: det fins ingen formel
A slik at bade A og "4 (negasjonen av A) er bevisbare. Nar Skolem
formulerte sin og Lowenheims sats pa4 denne mate: »Hvis en formel 4
er konsistent, si er den oppfyllbar innen et tellbart individomrade«, si
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er det den semantiske tolkning som ligger bak. Med den bevisteoretiske
tolkning av konsistensbegrepet blir det en ganske annen sats, og kjennes
da under navnet Godels fullstendighetsteorem for predikatkalkylen. Hva
som kan bringe en smule forvirring, er at Skolems bevis fra 1929, med
smd endringer, kan tjene som bevis for Gddels sats fra 1930. Man kunne
med god rett snakke om Skolem-Gddels fullstendighetssats for den ele-
mentere logikk.

Skolem gir ogsé i dette arbeid en enkel aksiomatikk for mengdelsren,
bl. a. far utvalgsaksiomet en serlig pregnant form: det fins en »global¢
utvalgsfunksjon w slik at € y = w(y) € y. Selv var han noksé mistroisk
overfor dette aksiom. I et foredrag fra 1932 sa han: »Vil man gi over
til en konsekvent formalistisk matematikk, basert pa et endelig antall
eksakt formulerte aksiomer, si er der intet annet & innvende, enn at der
kan vare spersmal om motsigelsesfrihet og hensiktsmessighet o.1. Men
innenfor den matematiske praksis, slik den vanligvis drives med kontinua,
som slett ikke er gitt i kraft av de og de bestemte oppregnede konstruk-
sjonsprinsipper, er utvalgsprinsippet efter min mening avgjort en uting
— en slags videnskabelig svindel.«

P4 slutten av avhandlingen fra 1929 uttrykker Skolem p& grunnlag av
den mengdeteoretiske relativisme han har pavist, sin tvil om at matema-
tiske begreper fullstendig kan karakteriseres, og han gir noen forelgpige
resultater. I 1934 i arbeidet »Uber die Nicht-charakterisierbarkeit der
Zahlenreihe ...« i Fundamenta Math. gir han et oppsiktsvekkende svar
hva begrepet naturlig tall angir. Det er umulig med et endelig eller
tellbart uendelig antall utsagn innen predikatkalkylen & sette opp et
kategorisk aksiomsystem for de naturlige tall! N4 til dags utleder man
dette resultat som en relativt enkel konsekvens av Godels fullstendig-
hetsteorem. Dette teorem kan hensiktsmessig formuleres slik : en utsagns-
klasse F har en modell, hvis og bare hvis hver endelig delklasse F av E
har en modell. La na E, vere et forslag til aksiomsystem for de naturlige
tall N, f.eks. Peanoaksiomene. Tilfsy en ny konstant a og felgende
aksiomer: a+0, a1, a+2,..., a%n,... i tellbart uendelig antall. Det
fremkommer en utsagnsmengde E,, og det er lett & se at N er modell
for hver endelig delmengde F'; av E,, nettopp fordi ¢ kan tolkes som et
tall m sterre enn alle n som forekommer i det endelige antall aksiomer
av typen a+n i F;. Etter Godels sats har si F, en modell N,, som etter
Skolem-Lowenheims teorem kan velges tellbar uendelig. @ ma i N, tolkes
som et »uendelig stort« tall idet alle aksiomene @+ n er oppfylt innen N,.
Det er da opplagt at N, ikke kan vare ordningsisomorf med de naturlige
tall, hvilket igjen sier at de naturlige tall ikke kan karakteriseres aksio-
matisk.
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Skolems bevisteknikk var en annen og mer direkte modellkonstruk-
sjon, som i den senere tid, rendyrket til den sikalte »ultraprodukt«-
konstruksjon, har vist seg usedvanlig fruktbar innen mange omrader av
den matematiske logikk.

Innen den rekursive teori har Skolem ogsd etter 1923 levert mange
bidrag. Vi nevner spesielt et vakkert lite arbeide fra 1940, »Einfacher
Beweis der Unmoglichkeit eines allgemeinen Losungsverfahrens fiir arith-
metische Probleme«. Han viser forst at ethvert generelt rekursivt utsagn
er aritmetisk, og deduserer fra dette ved en anvendelse av Cantors
diagonalmetode, at om man presiserer »effektive som generelt rekursiv,
sa fins der ingen effektiv avgjerbarhetsmetode for aritmetiske problemer.

Vi har gitt etter for fristelsen til 4 ta med en del av Skolems bevis i
kort riss. Har leseren holdt ut sa lenge, vil vi ikke snyte ham for et
smukt resonnement. Derfor, et aritmetisk utsagn bygges opp ved addi-
sjon, multiplikasjon og de logiske symboler fra tall og variable for tall.
Det er ikke vanskelig & innse at de aritmetiske utsagn, spesielt de med
en variabel, lar seg stille opp i en tellbar uendelig rekke. La A4,(x) veere
det k’te slike utsagn. Anta man hadde en effektiv, dvs. generelt rekursiv
metode til & avgjore for vilkarlige £ og * om 4,(x) er sann eller ikke.
Det vil si at man hadde en rekursiv funksjon f(k,z) slik at f(k,x)=1
hvis A,(x) er sann, og f(k,z)=0 hvis A,(x) er gal. Betrakt utsagnet
f (x,z) = 0¢, det er generelt rekursivt, og etter farste del av Skolems bevis
er det dermed aritmetisk. Folgelig fins det et tall k, slik at f(x,z)=0
er identisk med A4, (z). Substituerer vi k, for , har vi motsigelsen. For
Ay, (ko) er sann, hvis og bare hvis f(ky, ky) =1, men A4, (k) er jo identisk
med f(ko, k) =0!

Skolem publiserte, som vi tidligere har nevnt, stersteparten av sine
arbeider i Norge, og slett ikke s& lett tilgjengelig for utenlandske fag-
feller. Dette har ledet til at andre hyppig har gjenoppdaget Skolems
resultater, noe som alt ble nevnt i forbindelse med Skolem-Nothers sats.
Et annet eksempel er Skolems grunnleggende arbeider innen lattice-
teorien, som forble fullstendig upaaktet av samtiden. T 1936 matte han
endog offentliggjere en avhandling »Uber gewisse »Verbiinde« oder »lat-
tices«, hvor han beretter om de resultater som han alt i 1913 og i 1919
hadde nadd innen denne teori, og som forst i 1930-arene ble »gjenopp-
daget«. Skolem hadde bl. a. bestemt den fri distributive lattice generert
av en mengde pa n elementer (1913), og han hadde vist at enhver im-
plikativ lattice er distributiv samt den delvise omvending at enhver
endelig distributiv lattice er implikativ (1919). Seerlig dette siste er av
interesse for algebraiseringen av den matematiske logikk, og Skolem var
meget ner opp til det & gi en aksiomatisering av den intuisjonistiske
logikk, over ti ar for Heyting.
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Skolems forskeraktivitet avtok ikke med &rene; som eksempel kan
vi anfore at i tidret 1948-57, fra sitt 61. til 70. ar, offentliggjorde
han 48 arbeider. I sannhet en imponerende innsats. Og like til det siste
var han med pa & d4pne nye omrader. I en avhandling fra 1957, »Bemerk-
ungen zum Komprehensionsaxiom«, tok han opp de mengdeteoretiske
kontradiksjoner i lys av den flerverdige logikk og viste at visse former
for et ubegrenset utsondringsaksiom er motsigelsesfritt innen denne
logikk. Flere har tatt opp Skolems undersgkelser pd dette omradet.
Ogsé her, som si mange ganger for, har Skolem ledet an pi et nytt
forskningsfelt. Det har grodd i hans spor, — og det er det beste etter-
mele en matematiker kan fa.



TVA ASTRONAUTISKA PROBLEM

NILS MUSTELIN

1. Inledning. Ett centralt problem inom den teoretiska astronautiken
dr att berikna hur en viss rymdmission, t.ex. uppsindandet av en
satellit i en given bana kring jorden, skall genomféras si ekonomiskt
som mdjligt, d. v. s. med minsta mojliga brénsleférbrukning. I stillet for
att direkt ange brinslebehovet anvinder man hirvid ofta den s. k.
karakteristiska hastigheten eller behovshastigheten, v,, som fér en given
rymdmission dr den maximala hastighet v som rymdfarkosten utgaende
fran vila skulle kunna uppna i lufttom, gravitationsfri rymd genom att
forbruka den for rymdmissionen behovliga brénslemingden. Sambandet
mellan denna hastighet och brinsleméngden kan erhallas ur den bekanta
raketformeln

m
— = eVl
Mo

dar m/mg &r forhallandet mellan rymdskeppets massa fore och efter den
aktuella manévern, och ¢ dr forbrinningsgasernas utblasningshastighet.

Med den typ av raketmotorer som nu anvéinds kommer en rymdfar-
kosts bankurva i huvudsak att bestd av fria himmelsmekaniska banor
(raketmotorn avstingd) sammanlinkade medelst relativt korta avsnitt
dér motorn satts i gang for att overfora farkosten fran en bana till en
annan. Dessa avsnitt kan med god approximation betraktas som punkter
i vilka rymdfarkosten genom momentana hastighetsindringar 4v, abrupt
dndrar sin bana (se fig. 1). Behovshastigheten blir hirvid summan av
dessa hastighetsimpulsers belopp:
(1 vp =2 [dvy| = 3 Av; .

K2

(]

Vi skall har diskutera anbringandet av en rymdfarkost i en cirkel-
formig satellitbana kring en planet under tva helt olika férutsittningar.
I det ena fallet befinner sig rymdfarkosten ursprungligen pa planetens
yta, i det andra fallet ndrmar den sig planeten fran mycket stort avstand
med en viss given asymptotisk hastighet. I bigge dessa fall skall vi dis-
kutera det mest brinsleekonomiska forfarandet (d.v.s. det som gor

[154]
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Fig. 1. Overféring av en rymdfarkost fran en himmelsmekanisk bana, (1) till en. annan. (1)
genom en hastighetsimpuls Av i skiirningspunkten P. Hastigheten i punkten P ar vy i
bana I och vyr i bana II, och Av #r vektorskillnaden Av=wv;—vy.

behovshastigheten enligt definitionen (1) si liten som mojligt), och
speciellt undersoka hur behovshastigheten beror av den énskade cirkel-
banans radie.

2. Banhastigheten. D4 en partikel ror sig i det sfiariskt symmetriska
gravitationsfaltet kring en himlakropp, dr dess bana i ett icke-roterande
koordinatsystem med origo i himlakroppens medelpunkt som bekant en
konisk sektion med en brinnpunkt i origo. Om den koniska sektionens
halva huvudaxel &r a, giller fér hastigheten v pa avstandet o fran origo
det vilkdnda uttrycket

(2) U=Vﬂ(gi$),

dér plustecknet giller for hyperbelbanor och minustecknet for ellips-
banor; u &r en konstant som anger gravitationsfiltets styrka.

Vi inf6r dimensionslésa storheter pa féljande sitt. Alla avstand ut-
trycks med planetens radie R som enhet, varvid vi betecknar g/R=v,
och a/R=Fk. Alla hastigheter v uttrycks med cirkelhastigheten v, vid
planetens yta som enhet. Denna cirkelhastighet fas ur (2) genom att man
sitter p=a=R (och viljer minustecknet):

"
Uon—R'.

De dimensionslosa hastigheterna betecknas v/v,=q.
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Pa detta sitt elimineras y ur uttrycket for banhastigheten, som nu
kan skrivas

2 1
(3) Q=V;iz-

3. Satellitbana utgiende fran planetytan. For att placera en rymd-
farkost i en cirkelbana kring en planet utgiende fran planetens yta
beh6ver man dtminstone tva hastighetsimpulser: en vid planetytan och
en vid ingangen i cirkelbanan pa den 6nskade hdjden. Man kan visa att
behovshastigheten harvid blir minst, om man som 6vergédngsbana viljer
en ellips, som i sitt perigeum tangerar planetytan och i sitt apogeum cir-
kelbanan (se fig. 2).

4.4,

Fig. 2. Den optimala 6vergangen fran ytan av en planet till en cirkelbana med radien n.
Hastigheterna i ellipsens perigeum P och apogeum A har betecknats g, respektive qg,
och hastigheten i cirkelbanan ., samtliga i dimensionslésa enheter.

Med beteckningarna i fig. 2 4r hastighetsimpulserna i punkterna P
och 4
A4p = ¢,
AQA =9q:— 9>

sd att behovshastigheten (i dimensionslosa enheter betecknad v,/v,=Q)
blir
Q=A49p+494 = 9 +9.—a -

Om cirkelbanans radie ar n, fas de tre hastigheterna ur (3) (med minus-
tecken), enligt f6ljande schema:
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9 v=1k=13n+1),
g: v=m,k=mn,

4, v=mn,k=3%in+1),
d.v.s.

2n VI V 2
4 I N /O
@ 9m) n+1 + n n(n+1)
For n=1 fis @=1 (d. v. s. v,=1v,), vilket ar naturligt da det i detta

fall ar tillrackligt att ge rymdfarkosten en enda hastighetsimpuls, vars
storlek &r just cirkelhastigheten vid planetytan. D4 n gir mot odndlig-

heten, narmar sig @(n) asymptotiskt virdet Q:V§ (d. V. 8. vbzl/g-vo),
vilket ar virdet pa flykthastigheten vid planetytan, sisom framgar da
man i (3) sdtter v=1 och k= occ.

For att underscka forekomsten av extremvirden deriverar vi funk-
tionen Q(n) och sétter derivatan =0. Héarvid erhalles tredjegradsekva-

tionen
n3—16m2—9n—1 = 0,

som har tre olika stora reella rétter, varav tva negativa och en positiv.
D4 funktionen Q(n) 4r av fysikaliskt intresse endast fér » =1, beaktar vi
hér bara den positiva roten, som #r na:15,58. Det tillhérande virdet pa
@ befinnes vara Q~ 1,54 och ir alltsd ett maximum, varfér Q(n) nirmar

sig det asymptotiska virdet ]/5 uppifran. Nagonstans mellan n=1 och

16— ©

Q=154

asymptot (Q=\/2)

1.0 n= 3,30 n=15,58

1,0 n
1 1s 2 3 456780 15 20 30 405060 80100

’

Fig. 3. Grafisk framstallning av funktionen Q(n), definierad av (4). @-skalan &ar linedr,
n-skalan logaritmisk.
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n~15,58 maste @(n) antaga sitt asymptotiska virde; detta intraffar vid
n~3,30 (se fig. 3). ,

Vi kan konstatera att det ar littare att skicka en rymdfarkost ut till
odndligheten fran ytan av en planet &n att placera den i en cirkelformig
satellitbana vars radie dr storre &n 3,30 ganger planetens radie. Da
satellitbanans radie dr 15,568 ginger planetens radie &r behovshastigheten
storst, och Overstiger dd med 8,69, flykthastigheten.

4. Satellitbana vid ankomst fran oédndligheten. D4 en rymdfarkost
nirmar sig en planet fran »oandligheten¢, d. v. s. fran mycket stort av-
stadnd, blir dess bana i forhallande till planeten i allménhet en hyperbel-
gren. Hastigheten i hyperbelbanan fas ur (3) (med plustecken). Speciellt
giller for den asymptotiska hastigheten — varmed forstas hastighetens
gransvirde da avstandet » gar mot oandlighten — uttrycket

(5) 9o = k7F.

En viktig egenskap hos hyperbelbanan ér perigeumavstandet % (se
fig. 4), som kan skrivas

(6) ho=)k2+d2—F,

asymptot

-~
-
-~
S~

Fig. 4. Overgang fran hyperbelbana till cirkelbana medelst en enimpuls-manéver. Cirkel-
banan har radien n, hyperbelbanan har stétparametern d och perigeumavstandet h=n.
Hastigheten. i hyperbelns perigeum P har betecknats gy, och hastigheten i cirkelbanan q..
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dar d ar den s. k. stotparametern (det vinkelrdta avstindet fran origo
till asymptoten), som &r lika med hyperbelns halva konjugataxel.
Halva huvudaxeln (transversalaxeln) k &r hir, enligt (5), bestimd
genom den asymptotiska hastigheten ¢, som vi skall betrakta som en
given parameter och, med anvandning av (5), inf6ra i hastighetsuttrycket

(3):
2
(7) q = V; + o -

Stotparametern d kan didremot latt justeras till onskat virde genom att
rymdfarkosten pa stort avstand fran destinationsplaneten ges en lateral
hastighetsimpuls, som kan vara praktiskt taget hur liten som helst om
den bara gores i tillrackligt god tid. Salunda kan man, enligt (6), fritt
valja vilket rimligt virde som helst pa perigeumavstandet A, fran noll
uppat, utan att detta méarkbart paverkar vare sig behovshastigheten
eller den asymptotiska hastigheten.

Det forfarande som ligger nirmast till hands, d4 man vill placera det
ankommande rymdskeppet i en cirkelbana med radien =, dr att vilja
h=m, sa att hyperbeln och cirkeln tangerar varandra i punkten P (se
fig. 4), dir en hastighetsimpuls reducerar hastigheten i hyperbelns peri-
geum till den lokala cirkelhastigheten. Fér denna enimpuls-maniéver ar
behovshastigheten

Q= A49p = ¢ »
d. v. s. enligt (7) och (3):

am =2+ )2,

Vi skall ocksa betrakta ett annat forfarande, ndmligen en tvdimpuls-
mandver, dir 6vergangen fran hyperbeln till cirkeln sker via en ellips,
som i perigeum tangerar hyperbeln i dess perigeum och i apogeum tan-
gerar cirkelbanan (se fig. 5). Av skil som senare kommer att framga
lagges nu hyperbelns perigeum sa lagt som mojligt, d. v. s. vi véljer h=1.

For de tva hastighetsimpulserna giller nu, med beteckningarna i
fig. 5:

A9p = =4y »
AQA =9q:— 9>

och behovshastigheten blir
Q2= A9p+ 494 = Gh= 2+ 9>
d. v. s. enligt (7) och (4):
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a 4

Fig. 5. Overgang fran hyperbelbana till cirkelbana medelst en tvaimpuls-mandver.
Cirkelbanans radie ar n, hyperbelbanans perigeumavstand &r h=1. Hastigheten i hyper-
belns perigeum P #r qp, hastigheterna i &vergangsellipsens perigeum P och apogeum A
ar qp och g, hastigheten i cirkelbanan &r ..

o = vava - V2 Vi Vi

Qu(n) = V2+q.% — VW + VE )

n n

eller

Av fysikaliska skal ar funktionerna @,(n) och Qy(n) definierade endast
i omradet n= 1. B

Genom att derivera Q;(n) finner man att denna funktion, for ¢, > V2,
icke har nigot extremum, utan stiger monotont frén sitt begynnelse-
varde vid n=1,

(8) Q) =V2+g-1
mot sitt asymptotiska virde
Ql(oo) =G«

For q gVE har Q,(n) diremot ett minimum for n=2/q.?% av storleken
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2,5
2,7_
2,6
2,5
2,4
2,5
2,2
2,1

n
2,0 I

I [ T TTTTT IR | I
1 1 2 3 456 810 15 20 30 4050
Fig. 6. Grafisk framstéillning av funktionerna @;(n) och Q,(n) for g, =3. @-skalan ar
linear, n-skalan logaritmisk.

Funktionen @,(n) har en forsvinnande derivata fér n=1, och avtar
alltid monotont fran sitt begynnelsevirde Q,(1), som dr identiskt med
vardet (1) i (8), mot sitt asymptotiska virde

Qo) = V2+4.2-)2,
som dr mindre &n ¢,.
Att @, och @, sammanfaller for n=1 &r naturligt, ty dir degenererar
tvaimpuls-manovern av fysikaliska skil till en enimpuls-manéver, och
distinktionen mellan de tva slagen av 6verging i cirkelbana férsvinner.

For ¢, = ]/5 har de tva funktionerna inget annat gemensamt virde, utan

@, ar alltid mindre &n @, (se fig. 6). For ¢ < ]/2 har de tva funktionerna
didremot ytterligare ett gemensamt virde. Detta intriffar verraskande
just dir @, har sitt minimum, si att man har Q,> @, for 1<n<2/g. 2,
men @, <@, for n>2/q 2 (se fig. 7).

Om vi definierar den optimala behovshastigheten Q(n) salunda, att
funktionen Q(n) for varje n (=1) antar det mindre av virdena Q,(n)
och Q,(n), erhalles saledes for varje virde pa parametern ¢, en monotont
avtagande funktion. Det &r darfor alltid mest ekonomiskt att placera
ett ankommande rymdskepp i en s hog cirkelbana som mdjligt.

Man kunde ocksid beakta mojligheten av att utféra en tvaimpuls-
mandver med hyperbelns perigeumhdjd % nagonstans mellan =1 och

NMT, Hefte 4, 1963. — 12
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0,60 Q
0,55 q.= 0.6

0)50— Ql(n)
0,45

o
o

0)40— Q

I

~]

0,424

I

0,35
0,30 n=—2 =5,56

0,25

[ [ T1T I | | [
1 1s 2 3 456 810 1520 30 4050

Fig. 7. Grafisk framstéllning av funktionerna @,;(n) och @y(n) for ¢,,=0,6. @-skalan ar
lineér, n-skalan logaritmisk.

h=n. De silunda erhillna funktionerna kommer dock alltid att ligga
mellan @,(n) och Q,(n), och kan dérfér aldrig ge optimal behovshastighet.
Vi kan ytterligare notera att det virde pa » (>1), dir funktionerna

@Q,(n) och Qy(n) i fallet g, < ]/2 antar samma virde, tillika ger det avstand
fran origo dar flykthastigheten har virdet ¢, sisom framgar d& man i
(3) satter »=2/q..2 och k= oco. Salunda kan villkoret for vilken av de tva
mandvertyperna som édr den fordelaktigaste formuleras pa foljande sitt:
Om den lokala flykthastigheten pa det avstand dér man vill placera rymd-
farkosten i cirkelbana dr storre 4n rymdfarkostens asymptotiska ankomst-
hastighet, dr enimpuls-mandvern att foredraga, men om den lokala flykt-
hastigheten dr mindre &n den asymptotiska hastigheten, ar tvadimpuls-
mandvern den mest ekonomiska. B

I denna formulering técker villkoret alla virden pa g, ty qw>l/2
innebér att flykthastigheten redan vid planetytan och darfér a fortiori
pa varje avstand dr mindre 4n den asymptotiska hastigheten, medan for

0o < ]/2— den lokala flykthastigheten &r storre én ¢, dnda ut till avstdndet
n=2/q.2% men déirefter mindre.

De i denna artikel diskuterade problemen har tidigare behandlats
bl. a. av D. F. Lawden. En 6versikt med referenser finns i symposium-
rapporten »Space Trajectories«, Academic Press 1960, speciellt sid. 201-
212,




EFFEKTIVITET HOS ETT SAMMANSATT
ELEKTRONISKT SYSTEM

GUNNAR BLOM

Avsikten med denna artikel &r att visa hur ett relativt komplicerat
praktiskt problem av en i elektronikéldern aktuell typ kan 16sas med
elementéra hjilpmedel himtade fran teorien foér fédelsedédsprocesser.
For att kunna lisa artikeln behover lisaren inte pa forhand veta nagot
om sddana processer utan endast ha kinnedom om de grundliggande
begreppen inom sannolikhetskalkylen. Det kan nimnas att problemet
kan 16sas direkt med hjilp av vissa mer avancerade satser for fodelse-
dodsprocesser. Dessa satser ligger emellertid riatt djupt, och vi skall
reda oss utan dem.

Artikeln disponeras i enlighet med det traditionella monstret vid be-
handling av ett praktiskt problem med hjilp av en teori. I avd. 1 presen-
teras problemet, i avd. 2 och 3 uppstilles en teoretisk modell, i avd. 4
analyseras modellen och i avd. 5 tillimpas resultatet av analysen p4 det
uppstéillda problemet.

1. Praktiskt problem. Problemet &r allménnare &n vad som anges i
titeln pé artikeln, men vi skall hélla oss till den problemtyp som déri
antydes. Vi kan t. ex. tinka oss, att det pa en plats uppstilles en au-
tomatisk luftbevakningsanordning, som innehéller diverse elektroniska
instrument. Vi kallar en sidan anordning for en enhet. Enheten skall
vara i tjinst natt och dag, men eftersom den innehaller en méngd elek-
troniska komponenter, hinder det ibland att den gir sénder. I si fall
letas felet upp och avhjilpes, vilket tager sin tid. Sedan kan det s&
smaningom bli ett nytt fel, etc. Situationen illustreras i fig. 1, dir hel-
dragen linje betecknar enhetens tillstand vid olika tidpunkter. I figuren

K K K
= [ 1
E é 3

Fig. 1. System med en enhet. E, = enhet gar; H, = enhet star.

[163]
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har nigra beteckningar inférts som kommer att anvindas i fortsitt-
ningen:

& = gangtid

7 = reparationstid

K = katastroftidpunkt (=tidpunkt d& enheten blir obrukbar) .

Storheten & anger alltsd tiden fran det att enheten sittes iging efter
en reparation till det att ett nytt fel intriffar, och 5 betecknar tiden for
felsbkning och reparation av en enhet. Dessa storheter ar stokastiska
variabler som antages vara exponentialfordelade, dvs. f6r ¢ > 0 giller att

(1.1) P(E > t) = eH
(1.2) Py > t) = e#t,

dir A och u &r konstanter. (Vi skall senare se att, vad A betriffar, detta
antagande 4r allménnare &n vad det i forstone kan forefalla.) Av de
angivna uttrycken foljer att frekvensfunktionerna fér & och 7 ar le—*
resp. pue~* och alltsid att medelvirdena fér de bada variablerna ar

(1.3) B[E] = 2\ teMdt =%

1
te=ridt = — .
u

(1.4) Eln] = p

ot 3 O3

Vi skall antaga att alla gangtider och reparationstider ar oberoende av
varandra.

Ju storre A dr, desto oftare blir enheten felaktig, och ju mindre p r,
desto langre tid tar det att reparera den. Om A &r stor eller u liten, &r
foljaktligen enheten ineffektiv, och ingen militir myndighet skulle da
férorda att den anvindes separat. Effektiviteten kan emellertid hojas
darigenom att man kopplar samman flera enheter till ett system. Det &r
om sadana system som denna artikel handlar.

Systemet antages vara s anordnat, att det fungerar om minst en enhet
ar hel, dvs. det &r obrukbart endast om alla enheter ér felaktiga samtidigt.
Vi skall vidare forutsitta att brukbara enheter stéindigt 4r igdng och —
oberoende av varandra — utsatta for risk att fel intraffar. (Observera att
detta &r nagot helt annat &an att férutsitta, att en enhet dr igdng i taget,
medan de andra star i reserv, firdiga att inkopplas vid behov.) Vi skall
slutligen dven forutsitta att det finns en enda reparatér tillginglig (eller
eventuellt en grupp av samarbetande reparatérer). Detta medfor att,
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om fel uppstir pad en enhet, medan en annan #r foremal for felsokning
och reparation, den férra fir vénta tills den senare ir iging igen.
Foljande beteckningar inféres forutom de tidigare angivna:

n = antal enheter i systemet
E,: i enheter star (+ = 0,1,...,%).

(Beteckningarna E, och E, i fig. 1 far nu sin forklaring.) Vi kan med
denna terminologi séga, att systemet i ett visst gonblick befinner sig i
nagot av tillstinden Hy, Ky, ..., E,. En katastroftidpunkt K intriffar nir
alla enheter blir obrukbara, med andra ord nir tillstandet X,, intréffar.
Forloppet illustreras i fig. 2 for specialfallet n = 2.

K K

El
E,

Fig. 2. System med tva enheter.

Hur skall man mita effektiviteten hos ett system? Det kan ske pa
ménga olika sitt. Som effektivitetsmatt viljes i denna artikel medel-
avstindet mellan tvd pa varandra fsljande katastroftidpunkter. Ett
system dr effektivt om detta avstand &r stort. Det angivna mattet &r
ur praktisk synvinkel limpligt, dérfor att det har en enkel praktisk inne-
bord. Om némligen medelavstéindet &r kint for olika virden pa =, kan
man fi en uppfattning om hur ménga enheter som bor inga i systemet,
for att det skall bli tillrickligt palitligt. Vi har alltsa foljande

ProBLEM. Bestim medelavstindet mellan tvi konsekutiva katastroftid-
punkter.

2. Ett lemma. Innan vi konstruerar modellen, skall vi underscka
innebdrden av att gingtid och reparationstid antages vara exponential-
férdelade. For detta &ndamal behéver vi ett lemma.

Lat H vara en hindelse som intriffar en enda ging i intervallet
0<t<oo, sig vid tidpunkten 7. Vi skall antaga att 7 #r en stokastisk
variabel och skall jimfora tva olika alternativ rérande dess férdelning.

ALTERNATIV 1. Den stokastiska variabeln t dr exponentialfordelad.
Det innebér att for >0

(2.1) Pt > 1) = e,

dér « dr en konstant.
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AvTERNATIV 2. Hindelsen H intriffar slumpmdssigt.
Diarmed menar vi noggrant uttryckt att

(2.2) P(H i (t, t+A4t) | H j i (0,t)) = adi+o(4t) ,

dvs.: Den betingade sannolikheten att H intréffar i intervallet (¢, £+ 4¢),
om det ar bekant att H inte intriffat tidigare, ar, bortsett fran en kvan-
titet o(At) som gar mot noll snabbare &n A¢t, proportionell mot intervallets
langd. Proportionalitetsfaktorn « kallas sannolikhetsintensiteten for H.

LeMma. (2.1) < (2.2).
Lemmat utsiiger med andra ord, att (2.1) intraffar om och endast om
(2.2) intraffar, dvs. att alternativen ar identiska.

Bevis. Lat A och B betyda héndelserna »H intraffar ej i (0, )« resp.
»H intraffar ej i (¢, ¢ +A4¢)«. Enligt definitionen pa betingad sannolikhet
giller, om P(A4)>0, att

P(B | 4) = P(A n B)

P(4)

Hindelsen A ar emellertid liktydig med att H intréffar senare &n ¢, dvs.
att v>t. Vidare dr hindelsen AnB liktydig med att z>¢+A¢ Vi har
alltsa
PA) = P(z > t); P(AnB) = P(v > t+41)
och foljaktligen
P t+ A4t
(2.3) P(B |4y = DT> 14D
Pt > t)

Vi skall nu visa att (2.1) = (2.2). Inséttes (2.1) i (2.3), blir hogra mem-

brum efter reduktion lika med e—*4'=1—xAf+o(4t). Vi far alltsa

(2.4) P(B|A) = 1—adi+o(At) .

Men (2.4) <= (2.2), ty om man betraktar den komplementéra héndel-
sen till den som anges i (2.2), sa far man just (2.4). Alltsd giller (2.2).
Omvéindningen, dvs. (2.2) = (2.1), féljer ocksa av (2.3). Om

glt) = P(x > 1),
kan (2.3) skrivas
plt+A1) = g(O)P(B | 4) .

Men, som tidigare papekats, giller att (2.2) = (2.4), dvs.
(t+A4t) = pt)[1—xdt+o(A48)] .

Om At — 0 far man i limes
§(t) = —aglt).
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Eftersom ¢(0)=1, har denna differentialekvation 16sningen
p(t) = e,

dvs. (2.1) haller. Darmed &r lemmat bevisat. (Se ocksa Rade [3], sid.
108.)

Vi skall nu tillimpa lemmat p& vart problem. Betrakta forst gang-
tiden & for en enhet. Lat t=0 vara det 6gonblick da enheten just sittes
igdng efter en reparation och H hindelsen »enheten blir obrukbar«.
Enligt (1.1) dr £ exponentialférdelad, sa att (2.1) &r satisfierad med v=¢
och x=2. Av lemmat fljer da, att &ven (2.2) haller med samma véirden
insatta, med andra ord att

(2.5) P(enhet obrukbar vid ¢+ A4¢ | enhet hel vid t) = A4t +o(4¢) .

Vi har alltsd bevisat att antagandet (1.1) om exponentialférdelning
innebér, att fel pad en enhet uppstar med sannolikhetsintensiteten A.
Villkoret (1.1) dr allts4 mindre speciellt én vad det vid férsta anblicken
kan tyckas.

Reparationstiden kan diskuteras analogt, och man finner att villkoret
(1.2) medfér att

(2.6)  P(enhet hel vid ¢+ At | enhet lagas vid t) = udt+o(4t) .

Till skillnad fran vad som sades betriffande gangtiden ér antagandet
om exponentialfordelad reparationstid hogst speciellt, och det har gjorts
enbart av matematiska skil. (Ofta har reparationstiden en mindre sned
fordelning.) Som vi skall se i fortséttningen har ndmligen (2.5) och (2.6)
den angenima konsekvensen att analysen blir relativt enkel.

3. Modell. Efter de i foregiende avdelning gjorda forberedelserna
skall vi nu konstruera en modell fér vart problem.

Antag att systemet vid tidpunkten ¢ befinner sig i tillstdndet Z;, dvs.
att ¢ enheter dr trasiga (varav en ar under reparation). I intervallet
(¢, t+A4t) kan da olika ting hénda:

1° Fel intraffar pa ytterligare en enhet.

Av (2.5) framgar att chansen for fel pa en bestdmd enhet &r 14¢ + o(At).
Sannolikheten att fel intriffar p4 nagon av de n —¢ gaende enheterna ar
alltsé enligt sannolikhetslagarna

1—[1—Adt+o(At)Jr—t = (n—i)Adt+o(At) .

Vi méaste hir forutsidtta att 0<¢<n—1, ty om ¢=n &r ju redan alla
enheter sonder vid tidpunkten £.
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2° Pagaende reparation avslutas.

Av (2.6) framgar att chansen att den vid ¢ pagaende reparationen av-
slutas 4r udé+o(4t). Vi maste i detta fall forutsitta att 1 <7< n, ty om
1=0 ar ju alla enheter igang vid ¢.

3° Ingen forandring intraffar.
Sannolikheten héarfor dr lika med sannolikheten att varken den i 1°
eller den i 2° nimnda hindelsen intriffar, dvs. den dr lika med

[1— (n—8)Adt +o(At)]- [1 — pdt +0(At)] = 1— (n—i)AAt — uAt+o(At) .

Vi maste for fullstindighets skull omnédmna ytterligare en mdojlighet,
ndamligen att flera enheter fordndras i (¢, £+ A4t) (t. ex. att flera enheter
blir felaktiga). Chansen f6r att denna héndelse skall intriaffa kan skrivas
o(4t). Detta &r inte svart att bevisa. Man finner t. ex. att sannolikheten
att fel skall uppstda pa var och en av tva bestdmda enheter dr lika med
[A4t + o(A4t)]2=0(4t), och pa likartat sitt bevisas det allménna pastéendet.
(Vasentligt for att pastaendet skall vara korrekt ar naturligtvis det in-
ledningsvis gjorda antagandet om oberoende enheter.)

Av ovan forda resonemang foljer, att systemets vixling mellan olika
tillstdnd kan beskrivas med hjilp av en s. k. fodelsedddsprocess med
andligt antal tillstand. For en sadan process géller f6ljande postulat (se
vidare [1], [2]):

PosturaT. Systemet kan befinna sig i ettdera av tillstanden Z;
(t=0,1,...,n). Om systemet vid tidpunkten ¢ &r i E;, ir sannolikheten
att det i intervallet (¢, t+A¢) Gvergar till E,,, lika med a,A4f+ o(4?)
(@;>0; 051 =n—1), och sannolikheten att det 6vergar till E,_; lika med
b, At +o(4t) (b;>0; 1 =3 =n). Sannolikheten fér 6vergang till andra till-
stand &n E, ., och H,_; ar o(4f).

(Namnet pa processen beror pé dess biologiska anvéndningar. Om
man vid analys av biologiska populationer liter £, avse antalet individer,
betyder overgangarna E, - E, , och E,— E, ; att en individ fodes
resp. dor.)

I vart problem har vi tydligen att sitta
3.1) a; = (n—1)A (01

by=p (1

n—1)
n).

IIA 1A
A TIA

i

Vi har dérmed visat att vi sdsom modell £6r det elektroniska systemets
overgangar mellan olika tillstand kan anvénda en fodelsedodsprocess.
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4. Analys av modellen. Vi skall formulera ett allmént problem fér
en fodelsedodsprocess som sédsom specialfall innehéller det i slutet av
avd. 1 uppstéllda problemet.

ProBLEM. Bestim medelvirden for dtergangstider och forstapassagetider
for en fodelsedddsprocess.

For att forklara terminologien sétter vi

i ; = avstindet fran en tidpunkt da E, borjar till ndrmast
foljande tidpunkt da E; bérjar (i,j = 0,1,...,n).

Om ¢=j kallar vi detta avstand for diergangstid och om ¢4 for forsta-
passagetid. Vi soker alltsd medelvirdet for den stokastiska variabeln
C;,5- Vi infor for detta medelvirde beteckningen m, ;.

Att det nya problemet innehdller problemet i avd. 1 som specialfall
inser man latt. Medelavstandet mellan tva katastroftidpunkter ar ju
detsamma som medelavstandet fran en tidpunkt da E, borjar till nista
ging d& E, bérjar, dvs. med den nya terminologien lika med medelater-
gangstiden for #,, allts& m, ,. Nar vi har beriknat det allménna ut-
trycket f6r m, ; har vi alltsa bara att sitta i =j=mn samt insitta de virden
(3.1) pa a; och b; som &r aktuella i det speciella problemet.

Det allmanna problemet 16ser man i tre steg, nedan betecknade (a),
(b) och (c). Innan vi tager itu hirmed, skall vi endast konstatera att m; ;
ar en funktion av de givna parametrarna ag,a;, . . .,@,_; och by,b,,...,b,.
Det visar sig bekvamt att utoka dessa parametersviter med

a, =0; by, =0;
darmed &r a; och b, definierade for alla 7=0,1,...,n.

(a). Varaktigheten av E,.

Sitt 7; = varaktigheten av B, ,

dvs. 7; 4r tidsavstdndet fran en tidpunkt da E; borjar till dess att E;
slutar.

Vi skall bevisa att 7, 4r exponentialférdelad med medelvirdet

1
a;+b;

(4.1) B[z, =

Detta pastaende foljer av lemmat i avd. 2. Enligt postulaten for en
fodelsedodsprocess (se avd. 3) slutar E; med att 6vergd till antingen
E, ., eller E; ,. Sannolikheten att detta skall skei (¢, ¢ + 4¢) ar (a; + b;) 4t +
o(4t). (P4 grund av definitionen pa @, och b, inses att detta haller for
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allas=0,1,...,n.) Later viilemmat ¢ =0 vara tidpunkten »E; borjar« och
héndelsen H vara »E; slutars, ser vi av det just anforda att (2.2) r satis-
fierad med x=a;+b;. Av lemmat foljer att da &ven (2.1) haller med
7=1; och samma vérde pa «, dvs.

P(z; > t) = @ttt
Hirav foljer genast (4.1). (Jamfér hérledningen av (1.3) och (1.4).)

(b). En differensekvation for my ;.
Enligt definitionen &r {; ; avstandet fran »E,; borjar« till »E; borjarc.
Detta avstind delas i tva delar av handelsen »E; slutar« (dar den andra
delen eventuellt kan vara noll). Den forsta delen har enligt (a) lingden
7;. Den andra delen beter sig olika, allt eftersom E,; &vergar till £,
eller B, ;. I forra fallet ar lingden av denna del uppenbarligen {;,, ; och
i senare fallet ;_; ;. Vi har ddrmed konstaterat att

(4.2) = mt [ O B Ben

Ci—l,j om Ei - E'i-—l .

(Overgangarna fran E, till andra tillstdnd én dessa intraffar med sanno-
likheten o(At) och kan férsummas.) For att (4.2) skall vara uppfylld for
alla ¢ och j dr det dock nddvindigt att som konvention infora att (; ;
sittes lika med noll ¢ hdgra membrum (for alla 7); det inses namligen att
om j=i+1 och E, 6vergar till B, ,, si &r man redan framme vid tid-
punkten »E; borjare, och alltsa faller den andra delen bort; samma sak
intraffar om j=¢—1 och E; overgar till £, ;.

Man inser vidare utan stérre besvir att de betingade sannolikheterna
for overgang till £, , och E,_,, d& 6vergang sker till ett av dessa bada
tillstand, ar lika med a,/(a; +b;) resp. b;/(a;+b;).

Lat oss nu antaga att m; ; existerar. Genom att taga medelvérdet av
(4.2) under utnyttjande av (4.1) och de just anférda betingade sannolik-
heterna, far man efter utbrytning av en faktor 1/(a; + b;) i hogra membrum

1
(4.3) My, = a+b; (+agm;q, ;+bm;y ;)
(@,j =0,1,...,m; a, = by = 0; m; ; = 0 i hogra membrum) .

Detta ir en linear differensekvation med 7 som argument och variabla
koefficienter.

(c). Analys av differensekvationen.
Vid diskussionen av (4.3) stryker vi andra index j i m; ; samt behand-
lar tva fall var for sig.
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(c1). Medelférstapassagetid (¢ =j).
Differensekvationen kan da skrivas

ay(m;—myyq) — by(mg_y —m.
(¢=01,...,5—1,j+1,...,m; a, = by = 0; m; = 0).
Satt
My — My 4 om ¢ =20,1,...,5—2
(4.4) u; = {my; om ¢ =j-—1,j+1
m;—m;_y om i =j+2,...,m.

D4 blir differensekvationen
(4.5a) au;—bu; 4 =1 om ¢ < j
(4.5b) bou,—au; =1 om i >j.

Lat oss borja med ekvationen (4.5a). Den ger successivt (observera att
be=0
0=0) 1 1 b
Ug = —; Uy = —+——; ...
o @y oty

och allmint
1 b b, b,... 0
d +.._+1_3_,__"

. 0,10, Aoty « . . O

v

»=01,...,5-1).

Om vi sitter
Aoty - - - Oy

4:.6 =1: = . T
(4.6) Q=5 &= b,

v=1...,n),

kan detta efter omformning skrivas kortare som

4o+ ...+ .
u, = BTOT T 01, 1),
a‘l‘gv

Addition av w-vérdena i (4.4) fran ¢ till j—1 ger m;=2%"tu,, s& att vi
far losningen

N T S S
my = 3 OTOT TG gy

och allmint
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dar g, som forut definieras av (4.6). Addition av u-virdena i (4.4) fran
j+1 till i ger m;=2"%,  u,, och féljaktligen blir

T

m; = 2 Qw+9v+1+"'+9n

v=j+1 bw@v

(c2). Medelatergangstid (z=j).

Satter man ¢=j i den ursprungliga ekvationen (4.3) och i hégra mem-
brum utnyttjar de just hirledda véirdena pa m,; i specialfallen §=j—1
och 1=j+1 samt (4.6), fa&r man

(L+bm;_;+ am;.q)

Toatb,
_ <1+b'.90+91+"'+9j—1+a._99’+1+9j+2+"'+9n)
a;+b; ! @;-105-1 ! b;410541
_ _(1+90+91+"'+Qj—1+9j+1+9j+2+"'+Qn)
a;+b; 0; 0;
_Qptort ... +o,
B (@;+b;)o; )

Losningen till differensekvationen (4.3) blir alltsd i samlad form

I petort ...+
Zgo———~—~—91 @ om ¢ < j

=1 a”@v
0,0t et .
(4.7) mi,j — Qv Qv+1 Qn om i > j
y=j+1 bwgv
+oi+...+ . .
Qo101 On omi=j.

Harvid ar g, definierad av (4.6).

5. Praktisk tillimpning. Som redan framhallits i bérjan av féregiende
avdelning, utgdres det praktiska problemet i avd. 1 av bestimning av m,, ,
for de speciella virdena (3.1) pa konstanterna a; och b,. Sitter man in
dessa virden i (4.6) och (4.7) samt infor den s. k. betjaningsfaktorn

k=-—,
U
finner man
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1 14+nk+nn—Dk2+... +n! k»

5.1 =
(1) M = nl kn

n,n

Detta uttryck anger alltsd det sékta medelavstandet mellan tva kata-
stroftidpunkter for ett system med n enheter. Av (1.3) och (1.4) framgar

att
oo Ye _ B
1/2  E[&°

Betjéningsfaktorn ar alltsd lika med kvoten mellan medelreparations-
tiden och medelgangtiden. Vi ser av formen pa (5.1), att man fér att
berédkna m,, , endast behéver kinna dessa bada medelvirden.

Av speciellt intresse ér att konstatera, hur mycket effektiviteten hos
ett system Okar vid utbyggnad fran en till tva enheter. Vi har

1 1+% 1 1+4+2k+2k2
m1,1=;'7; m2,2=/—l'—2k;—
och alltsé
My 5 1

=14 —,
myy 211k

I praktiken &r ofta k litet och kvoten alltsi ungefir 1/2k. Som man kan
vanta sig blir alltsd ett system med tva enheter betydligt effektivare
dn ett bestdende av endast en enhet.

Det skall till sist papekas att de allménna formlerna (4.7) f6r medel-
atergdngstider och medelf6rstapassagetider for en fodelsedodsprocess har
intresse &ven vid 16sning av andra praktiska problem &n det som givit
upphov till denna artikel.

LITTERATUR
[1] W. FELLER: An introduction to probability theory and its applications. New York 1957.
Ch. 17.
[2] E. ParzEN: Stochastic processes. San Fransisco 1962. Ch. 6.
[3] L. RADE: Ordnade stickprov for exponentialférdelade stokastiska variabler med tillimp-
ning pd minoritetsprincipen. NMT 11 (1963), sid. 107-115.
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Pavur Funk: Variationsrechnung und shre Anwendung in Physik und
Technik. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 94.) Sprin-
ger-Verlag, Berlin, Géttingen, Heidelberg 1962. 164-676 S. Ganzl. DM
98.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne drgang, s. 72.)

Disposisjon og fremstillingsform i denne boken fglger stort sett de klas-
siske menstre, uten storre avvik i noen retning. Det er to egenskaper ved
dette verket som bgr fremheves: For det forste gir det en meget rikholdig
og vel gjennomtenkt samling eksempler og anvendelser, dels egnet til &
illustrere bruken av de generelle resultater pa konkrete problemer av
historisk eller praktisk interesse, serlig innen elastisitetsleren, dels for &
illustrere svakheter ved tidligere resonnementer (eksempel: Dirichlets
prinsipp), og behovet for nyere synspunkter. For det andre er teksten
gjennomsadd med kommentarer om den historiske utvikling av varia-
sjonsregningen, og flere finnes i et Anhang. Det er interessant lesning,
men gir, sammen med en litt omstendelig stil, fremstillingen en bredde
som kan skape assosiasjoner med Tolstois romaner, noe ikke alle vil se
som en god egenskap ved en matematikkbok.

Fremstillingen er best, og til dels meget god, i de ferste kapitlene.
Etter hvert som emnene som behandles blir noe mer avanserte, og
kravene til presisjon og omhu i formuleringene stiger, blir et visst skisse-
messig preg stadig tydeligere, og eksemplifiseringen blir tynnere. For
eksempel er bade den »direkte metode« og Ritz’ mer praktiske anvendel-
ser av denne, noksi lost skissert. Nar mer »moderne« begreper dukker
opp, blir formuleringene til dels sveert slappe (se for eksempel pa defini-
sjonen s. 195 av omegn til en funksjon, eller behandlingen av ytre dif-
ferensialformer og Stokes’ sats).

I folge forordet tar boken dels sikte pa & vise renmatematikerne hvilke
insitamenter anvendelsene har budt frem i denne gren av analysen, dels
pi & gi fysikere og teknikere kjennskap til metoder som kan lose prak-
tiske problemer, og til »grunnleggende satser og almene prinsipper frem-
stillet i mest mulig gjennomsiktig form«. Siden forfatteren har veert
professor ved tekniske hgyskoler (i Praha og Wien), er det rimelig at

[174]
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hensynet til den sist nevnte del av publikum har dominert. Forhapent-
lig til glede for disse, om enn til noen sorg for mer teoretisk interesserte
lesere, kretser nesten hele boken om de klassiske problemer med sgken
etter ngdvendige betingelser for ekstremaler; de vanskeligere problemene
om tilstrekkelige betingelser er knapt nevnt. Likeledes er det lagt liten
vekt pd ngyaktighet i formuleringen av resultatene, f.eks. blir stadig
betingelser om deriverbarhet underforstatt eller gjort unedig strenge der
dette antas & lette fremstillingen.

I en bok som ellers egner seg godt som oppslagsbok, og som sikkert
vil bli anvendt slik, burde resultatene vart langt bedre typografisk mar-
kert, og det burde vert lettere & finne frem for folk som ikke kjenner
boken i detalj (kapitel og avsnitts-nummer, ikke bare overskrift, gverst
pé hver side!). Ellers er det bare godt & si om den tekniske utferelsen
(men ikke om prisen).

Bent Birkeland

1. S. GraDSHTEIN: Direct and converse theorems. (International series of
monographs on pure and applied mathematics 27.) Translated from the
Russian by T. Boddington. Pergamon Press, Oxford, London, New York,
Paris 1963. 184-173 pp. sh. 30/-.

(Innholdsfortegnelse i NMT, dette hefte, s. 183.)

At A = B er ensbetydende med at ikke-B =~ ikke-4, og at hvis 4
er en ngdvendig betingelse for B, s& er B en tilstrekkelig, men i alminne-
lighet ikke en ngdvendig betingelse for 4, er enkle logiske slutningsregler
som det kan vere vanskelig & f4 overbevist en begynnende matematikk-
student om. Denne boken, som tar sikte endog pa realgymnasets elever,
soker & forklare de forskjellige ssammenheng mellom logiske relasjoner av
typen antydet ovenfor. Dertil kommer en meget elementer innfering i
mengdelere. Den siste del av boken gir en kort oversikt over den symbol-
ske logikk, igjen ytterst elementart. Boken inneholder en lang rekke
eksempler, som oftest hentet fra skolematematikken. Den er ogsi for-
synt med en rekke oppgaver. En gymnaslerer vil nok kunne ha nytte
av den i sine bestrebelser for & lwere sine elever & forsta hva et bevis er;
Pa universitetsniva er boken alt for elementeer.

Jens Erik Fenstad

JosepH E. HOFMANN: Geschichte der Mathematik, I. Zweite, erw. Aufl.
(Sammlung Goschen 226/226a.) Walter de Gruyter & Co., Berlin 1963.
251 S. DM 5.80.

(Innholdsfortegnelse i NMT, dette hefte, s. 183.)
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Forste utgave av »Geschichte der Mathematik, I: Von den Anfang bis
zum Auftreten von Fermat und Descartes« utkom i 1953 og ble an-
meldt av meg i NMT 1954. Denne annen utgave er femti sider storre
enn den forrige. Som i forste utgave er den antikke matematikk frem-
stillet meget kortfattet mens ogséd her middelalderen og renessansen er
utforligere behandlet enn det er vanlig. Kapitlene om babylonernes,
kinesernes og muhamedanernes matematikk er betraktelig utvidet, da
her foreligger mange nye forskningsresultater.

Et nytt kapitel om de gamle bysantinere er kommet til. Det viser seg
at det vitenskapelige liv i Bysants fra det tiende til det fjortende &r-
hundre var mer utviklet enn man tenker seg. Patriarken av Konstanti-
nopel kom omkring 870 i heftig konflikt med romerkirken og la grunn
til den endelige utskillelse 1054. Han og hans elever studerte og kom-
menterte Aristoteles, Platon og tildels Diofant. Ar 1050 ble det opprettet
et akademi i Konstantinopel. Forbindelsen med Norden var p& den tid
— veeringernes og Sigurd Jorsalfarers tid — meget livlig, s& kjennskap
til de kulturelle forhold der kan veare av interesse for oss. Helt utelukket
er det vel ikke at det kan ha vart en viss pavirkning. Hauk Erlendsson
kjenner iallfall (ca. 1300) Platons Timaios godt. Men det er vel sann-
synligere at han har sin viden over Paris.

Ogséa den meget verdifulle litteraturfortegnelse er utvidet s& den né er
pa 60 sider.

Viggo Brun

Guipo HowriseL: Integralgleichungen. Zweite, neubearbeitete und er-
weiterte Auflage. (Sammlung Goéschen 1099.) Walter de Gruyter & Co.,
Berlin 1963. 112 S. DM 3.60.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne argang, s. 130.)

Forfatteren bygger opp teorien for linewre integralligninger ved hjelp
av linesre normerte rom. I de farste kapitler gis en kort fremstilling av
grunnlaget for leeren om metriske rom. Der gjores rede for begrepene
Banachrom, Hilbertrom, separable rom og ortogonale delrom. Kapitel 6
og 7 handler om linezre operatorer. En linezr operator 4 defineres som
en avbildning av et rom R, i et rom R, (hvor R, ogsd kan vere R,) slik
at man har Ax=y hvor x € R, y € Ry og A(xy&; + o) = % A%y + A,
Det vises hvordan mengden av linemre operatorer selv kan oppfattes
som et linesert normert rom. Normen av operatoren A defineres som
|l 4||=sup||Az|. Her er ||Az| normen av Az, og x gjennomlgper alle funk-
sjoner i et rom R slik at |lz||=1. Man betrakter ni ligninger av formen
x—Adx =y hvor  er en tallfaktor. En slik ligning omfatter ogsd linezere
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integralligninger. Man far i dette tilfelle Ax=[k(s,t)x(t)dt og y=f(s).

I kapitel 8 behandles integralligninger ut fra dette synspunkt. Frem-
stillingen er tildels noksa tung og det er adskillige trykkfeil som kan for-
virre leseren. Forfatteren bruker betegnelsen f®g for produktet f(s)-g(t).
Dette virker ungdig tungt og kan forvirre, idet man kan tro det dreier
seg om en ny regneoperasjon. Det vanskeligste avsnittet er kanskje
kapitel 10, hvor det er noksd mange trykkfeil. Boken inneholder ca. 80
gvelsesoppgaver som til dels er blandet sammen med teksten slik at det
kan veere vanskelig 4 se hva som er oppgave og hva som er tekst. Boken
inneholder bade en liste over anvendte symboler og en sakliste samt en
meget kort litteraturfortegnelse.

Selv om boken ikke er lettlest, oppveies det delvis ved at den er kort-
fattet og ved de interessante synspunkter som legges til grunn for frem-
stillingen. Man far et klart inntrykk av hva linesre normerte rom kan
brukes til og berettigelsen av de begreper som man der opererer med.

K. 8. Kolden

Lars HORMANDER: Linear partial differential operators. (Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften 116.) Springer-Verlag, Berlin, Got-
tingen, Heidelberg 1963. 74287 S. Cloth DM 42.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT, dette hefte, s. 183.)

Vid den internationella, matematikerkongressen i Stockholm sommaren
1962 tilldelades den unge svenske professorn Lars Hormander en av de
tva Fields-medaljerna (matematikens Nobelpris) for utomordentliga in-
satser inom teorin for partiella differentialekvationer och angrinsande
omraden av analysen. Till stor del just tack vare Hormanders forsk-
ningsresultat har teorin for de linedra differentialekvationerna nu for
forsta gingen kunnat presenteras i en sammanfattande form efter ett
fatal klart uppdragna riktlinjer.

Det klassiska receptet fér en bok om partiella differentialekvationer
har linge varit att i skilda kapitel behandla, elliptiska, hyperboliska och
paraboliska ekvationer och med dem sammanhéngande problem med
fysikalisk anknytning. Den héir anmilda boken utgér istallet fran de ur
matematisk synpunkt centrala problemen om existens, entydighet och
regularitet av losningarna till en allmén linedir differentialekvation. De
flesta av de klassiska resultaten finns naturligtvis fortfarande med men
dr nu inbdddade i de nyare teorierna. (En kortfattad exposé over de
moderna idéer och resultat som redovisas i Hérmanders bok, kan man
finna i tva féredrag av professor Lars Gérding, publicerade i meddelan-
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dena fran de internationella matematikerkongresserna 1958 och 1962.)
Ett utmirkande drag for det nya sittet att betrakta lineéra differential-
ekvationsproblem &r att man ser dem med utgangspunkt fran teorin f6r
lineéira topologiska rum. Mycket riktigt framgar detta redan av bokens
titel; boken behandlar i forsta hand differentialoperatorer, definierade
pa olika klasser av funktioner. Belysande &r det faktum, att av de i
bokens bibliografi upptagna cirka 130 titlarna ungefir 100 syftar pa
tidskriftsartiklar publicerade under den senaste dekaden, d. v.s. efter
det att Schwartz’ distributionsteori blivit ett oumbérligt hjalpmedel i
forskningen omkring linedra differentialekvationer.

Trots det utomordentligt rika innehallet, &r boken mycket lattlast
tack vare omsorgsfull redigering och sparsam anvindning av nya sym-
boler och definitioner. Anmélaren vill varmt rekommendera boken till
alla som vill tringa djupare in i en mycket vital och fascinerande mate-
matisk teori.

Joran Friberg

SAUNDERS MacLaxNg: Homology. (Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften 114.) Springer-Verlag, Berlin, Gottingen, Heidelberg
1963. 104422 S. Cloth DM 62.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne &rgang, s. 131.)

Dette er en bok om homologisk algebra, ikke, slik titelen kunne tyde
P4, en bok om algebraisk topologi.

Homologisk algebra er en av de yngste disipliner innen matematikken.
Som egen disiplin kan en trygt si at den oppsto med Cartan og Eilen-
bergs fundamentale bok Homological Algebra fra 1955. Den boken
MacLane her har skrevet kompletterer pa en utmerket mate den gene-
relle litteratur p4 omradet.

Med den stadige flom av nye resultater som homologisk algebra kan
oppvise er det ikke noen lett oppgave & skrive en systematisk oversikt.
Det som en dag er god teologi, er kanskje dagen etter haplest foreldet.
MacLane har konsentrert seg om den del av teorien som n4 mé kunne
antas 4 veere vel fundert, og har overlatt til de historiske noter, som
forresten er utsgkt informerende, det stoff som fremdeles er i utvikling.

Boken er en lerebok, ikke en oppslagsbok for de som har bruk for
spesielle resultater. Den er uten tvil vel egnet pa et stadium i undervis-
ningen tilsvarende norsk hovedfag i matematikk. Av de 12 kapitler gir
de to ferste en innfering i det sprik og den problemstilling som skal
behandles. Kapitel 3 er viet funktoren Ext®™, bygget pa4 Yonedas ut-
videlser av lengde n. Resolusjoner bringes inn i diskusjonen, pa et sent
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tidspunkt, for & bevise eksakthet i folgen tilordnet en kort-eksakt folge.
Kapitel 4 gir en innfering i cohomologiteori for grupper, basert pa funk-
toren Ext®. I kapitel 5 innfgrer forfatteren tensor og torsjonsprodukter
analogt til den metode han benyttet seg av i kapitel 3, d. v. s. han gir
forst en karakterisering av Tor®™ uten & nevne resolusjoner, en metode
som skyldes ham selv, for s& & innfore projektive resolusjoner og den
klassiske karakterisering. Dette kapitlet inneholder teoremet om univer-
selle koeffisienter, og Kiinneths formel.

I kapitel 6 gis en kort, men meget instruktiv innfering i de typer
algebraer som er hyppigst forekommende i homologisk algebra. Kapitel 7
tar for seg dimensjonsbegrepet og inneholder f. eks. Hilberts syzygie-
teorem. Kapitel 8 inneholder en utsekt behandling av produkter for Tor
og Ext, en liten innfering i simpliciale mengder, asykliske modeller,
Eilenberg-Zilber teoremet og cup-produktet.

Kapitlene 9 og 10 behandler forskjellige typer resolusjoner og den
klassiske teori for cohomologi av algebraiske systemer. De to siste ka-
pitler, 11 og 12, tar for seg spektralsekvenser og teorien for deriverte
funktorer i generelle abelske kategorier. Det siste kapitlet inneholder ved
siden av en generell innforing, basert pa Grothendiecks Téhoku-artikkel,
ogsa et avsnitt om Ext® i kategorier som ikke inneholder nok projektive
eller injektive objekter.

Olav Arnfinn Laudal

HerBErT JomN RysERr: Combinatorial mathematics. (The Carus
Mathematical Monographs 14.) Published by The Mathematical Asso-
ciation of America. John Wiley & Sons, London, New York 1963,
144154 pp. sh. 30/-. '

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne &rgang, s. 132.)

Bokens to forste kapitler gir en klar innfering i noen av kombinatorik-
kens grunnleggende begreper, idet forfatteren antar at leseren ikke har
beskjeftiget seg med kombinatorikk tidligere. I tredje kapitel introduseres
bl. a. latinske kvadrater. Et latinsk kvadrat (LK) av orden = er et
n x n-skjema fylt ut ved hjelp av n symboler, slik at hvert symbol fore-
kommer én gang pa hver linje og i hver kolonne. Euler formodet i 1782
at dersom et LK, A4, av orden n=4{+2 legges oppa et annet, B, av
samme orden, vil et av symbolene i 4 dekke et av symbolene i B to eller
flere ganger. I fagspréaket: Det finnes ikke innbyrdes orfogonale LK av
orden 4¢+2. For ¢=1 ble Eulers formodning verfisert i 1900 av Tarry.
En regnemaskin ble for noen ér siden satt til 4 lete etter et par av orto-
gonale LK av orden 10, men fant ingen for bevilgningen tok slutt. Det
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forste moteksempel ble (med ¢=5) konstruert i 1959, og senere er det
pavist at Eulers formodning er gal for alle = 2.

Et moteksempel med ¢ =2 er beskrevet i bokens kapitel 7. Her studeres
ogsa de endelige projektive plan, som er et svert aktuelt emne innen
kombinatorikken. Eksistensen av et projektivt plan av orden » (d. v.s.
med n + 1 punkter pa hver linje) er nemlig ekvivalent med eksistensen av
n—1 innbyrdes ortogonale LK av orden n. Hadde Eulers formodning
veert riktig ville altsd tallene 10,14, ... veere utelukket som ordener for
projektive plan. I én retning er det man vet hittil gitt ved Bruck-Rysers
sats: Dersom n=4¢+1 eller 4+ 2, og et primtall p=4k+ 3 gar opp i =,
mé n=p*m, der p ikke gir opp i m. I den annen retning har man:
Er n=9p* finnes det minst et projektivt plan av orden n. Denne sats
bevises i kapitel 7, mens Bruck-Rysers sats kommer ut, i kapitel 8, som
et spesialtilfelle av en setning om (v,k,A)-konfigurasjoner. En (v,k,1)-
konfigurasjon kan oppfattes som et generalisert projektivt plan med v
punkter, med k punkter pa hver linje. To linjer har alltid A punkter
felles og to punkter bestemmer A linjer. Kapitel 8 inneholder ogsa mye
annet interessant stoff om (v,k,1)-konfigurasjonene og generalisasjoner
av disse, mens kapitel 9 behandler en spesiell type (v,k,4)-konfigura-
sjoner, de sakalte »difference sets«.

Kapitel 4 gjengir Erdos’ bevis for en interessant setning av Ramsey
(Skolem har ogsa gitt et bevis for denne). Ramsey anvendte satsen i visse
grunnleggende undersgkelser i matematisk logikk, men i boken gis en
mindre hgytidelig anvendelse pd et geometrisk problem som kanskje
kan interessere noen av NMT’s lesere: La m veere gitt. Hva er det mak-
simale antall N(m) punkter en kan velge ut i planet nar en forlanger at
ingen m-kant med hjerner blant de valgte punkter skal veere konveks ?
Ramseys sats gir N(m) < co. Det er formodet (og bevist for m=3,4,5) at
N(m)=2m-2,

Kapitel 5 behandler bl. a. de sikalte representantsystemer (se NMT
1962, s. 52). Her fremsettes en formodning om permanenten til pro-
duktet av to bistokastiske matriser, men denne formodning er gal.

Kapitel 6 behandler et av Rysers spesialfelter. La R=(ry,...,r,)

og S=(sy,...,8,) vere vektorer med heltallige, ikke-negative koor-
dinater, og la A(R,S) betegne klassen av de m x m-matriser hvis
elementer er 0O-er og l-ere og hvis rekke-(spyle)summer er r,...,7,

(845 - - .,8,). Ryser gir forst en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for
at A(R, S) ikke skal vere tom, og foretar si et inngdende studium av
A(R, S). Et viktig hjelpemiddel er her »byttesatsen«. Dersom en i matrisen

A € A(R, S) bytter ut en undermatrise av formen ((1) (1)) med en av formen
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((1)(1)) (eller omvendt), vil den nye matrisen B ogsa here til A(R, S).

»Byttesatsenq sier nd at ved 4 anvende ovenstédende operasjon tilstrekke-
lig mange ganger kan en fa frem enhver matrise i (R, S). Beviset i boken
er en forbedring av Rysers opprinnelige bevis, men ytterligere forbed-
ringer er mulig. Hvilken leser av NMT sender inn det beste bevis ?

Anmelderen héper at de smakebitene som er gitt ovenfor vil stimulere
riktig mange til & kjope denne fascinerende boken. Kombinatorikk er en
viktig matematisk disiplin bade i seg selv og ved sine anvendelser pa de
forskjelligste andre felter av matematikken. Dessuten er emnet under-
holdende, om jeg far bruke et slikt uttrykk. Enda mer underholdende
blir det nir det far en slik glimrende fremstilling som Ryser’s. La meg
til slutt nevne at boken ikke bare inneholder kjente resultater men ogsi
en god del ulgste problemer og ubehandlede problemstillinger.

Helge Tverberg
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LOSNINGER

241. Bevis, at
r+r,+1,+7, = a+b+c
er ngdvendig og tilstreekkelig betingelse for, at trekant 4 BC er retvinklet.
Fr. Fabricius-Bjerre
Losning: Da
r+r,+ry+r, = stgid+(s—a) tgid+(s—c)ctgid + (s—b) ctgid
= (b+c)tgid +actgid,
er
a+b+c=r+r,+r,+r, < a(l—ctgid) = (b+c)(tg3d—1)
A = 90° eller tg3d = —— .
< eller tg ] bie

Den sidste betingelse kan omskrives til

V s(s—a)  b+e
(s=b)(s—c) @
< (a+b+c)b+c—a)a® = (a+c—b)(a+b—c)(b+c)?

< ot = bt+ct—2b%2
< (@2 —b%+c?)(a?+b%2—c?) = 0 < enten B = 90° eller C = 90°.

Bernhard Andersen
Ogsé lost av A. Lyngbye.

242. Konstruer en trekant af en vinkel, den modstaende side samt

halveringslinien til den givne vinkel.
P. W. Karlsson

Losning: Givet A, a og v,. Lad M vere midtpunktet af buen BC pa
trekantens omskrevne cirkel, altsa

AABM ~ ABDM, hvoraf z:k = k: (v ,+x).

x bestemmes ved en mellemproportionalkonstruktion, hvorefter 4 findes
ved skeering mellem den cirkel, hvorfra a ses under den givne vinkel
A, og cirklen med M som centrum og x+v, som radius.
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A
()
D
C 1 B
/ ad

Opgaven er mulig for a > 2v, tg$4. Der er i grensetilfaeldet én lgsning
(ligebenet trekant), ellers to, om a’s midtnormal spejlvendte trekanter.
Arne Sandum

Ogsd lost av Christian Berg, A. Lyngbye, G. Sellge og Bolli Thoroddsen.

243. Genom att uppskatta

med en integral erhalles s<1+(x+1)1—(x+n)1—(x+1)-2 Visa, att

en bdttre uppskattning ar
1+ (1+2)?

n .
1+ (n+x)™t

Henrik Almstrom

Losning: Adderas serieutvecklingarna for

—ln(1+ ) och —In(l— )
x—+v x+v
fas
x+v x+v 1 ® 1 1
ln( . >= + 3 —- )
x+v—1 z+v+1 (x+v)? —sm (rx+v)™
alltsa
" ” x+v x+v
— 2<27(1n n )
by €2 17) L — z+v—1 z+v+1
z+n z+2 1+(z+1)1
= In +In =In———
rx+1 z+n+1 1+ (x+mn)1

Torsten Strom




PRISOPGAVE FOR DANSKE GYMNASIEELEVER

Foreningen af Matematiklerere ved Gymnasieskoler og Seminarier udskriver
herved nedenstdende prisopgave for elever i gymnasier og ved studenterkurser.
Opgaven gnskes besvaret sd fuldstendigt som muligt, og der legges vegt pa en
omhyggelig og overskuelig fremstilling. For den bedste blandt de tilfredsstillende
besvarelser uds®ttes en premie pd 150 kr., og der kan eventuelt uddeles ekstra-
preemier.

Besvarelserne indsendes senest 31. marts 1964 til lektor Henrik Meyer, Bakke-
draget 15, Birkered. P& besvarelsen skal anferes navn, adresse, skole og klassetrin.
Indsenderen skal samtidig med besvarelsen indsende en erklering om, at opgave-
lgsningen er selvstaendigt arbejde. (Benyttelse af litteratur er dog tilladt.)

En mengde af reelle tal, som indeholder tallet 1, og som, hvis den
indeholder tallene @ og b, ogsd indeholder tallene a —b og ab, kaldes en
integritetsring.

1) Vis, at en integritetsring I indeholder tallet 0, og at hvis I indehol-
der tallene a og b, indeholder den ogsa tallet a+b.

Mengden Z bestaende af alle hele tal er et eksempel pa en integritets-
ring.

2) Vis, at maengden Z()10) bestaende af alle tal af formen a+b5)/10,
hvor a og b er hele tal, er en integritetsring.
Bevis, at a+b)10=0, nir og kun nar a=5b=0.

I det folgende skal graeske bogstaver betegne tal fra Z()/10).
Ved det konjugerede tal til tallet x=a+b)/10, forstis tallet x=
a—>bY10, og ved normen af « forstas det hele tal N(x)=oxx=a?— 102

3) Vis, at

N(xp) = N(x)N(B) .
Ved en enhed ¢ i Z()10) forstas et tal, hvis norm er 1 eller —1.
4) Vis, at produktet af to enheder er en enhed.

Vis, at 1 og —1 ikke er de eneste enheder i Z(})/10). Giv et eksempel
pd en enhed med normen —1.
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5) Vis, at der eksisterer en enhed & med den egenskab, at enhver
enhed kan skrives som ¢! eller — &, hvor A betegner et helt tal.

Et tal B siges at veere divisor i et tal «, hvis der findes et tal y, s& o =fy.

6) Bevis, at en enhed er divisor i ethvert tal.

Et tal 8 kaldes associeret til et tal x, hvis der findes en enhed &, sa

B=ex. Vi skriver kort
fas«x.

7) Bevis, at for vilkarlige tal «, f og y gelder
a) o as «x.

b) « as f medfgrer § as «.

c) xasf og f asy medforer « asy.

8) Gor rede for, at der er uendelig mange enheder i Z(}/10), og at
ethvert tal har uendelig mange associerede.

Et tal i Z()/10) kaldes et primtal, nir det ikke er en enhed, og dets
divisorer kun er enhederne og de med tallet associerede.

9) Bevis (f. eks. ved brug af 3)), at tallene 2, 5 og /10 er primtal i
Z(Y10).

10) Bevis, at ethvert tal, som ikke er enhed, har en divisor, som er et
primtal, samt at ethvert tal, der ikke er enhed, kan skrives som et pro-
dukt af primtal (primfaktoroplgsning).

To primfaktoroplesninger inden for Z(Y10) vil vi kalde ¢ det veesentlige
ens, hvis de kan bringes til at svare til hinanden faktor for faktor, sa-
ledes at tilsvarende faktorer er associerede.

11) Undersog, om primfaktoroplgsning inden for Z()10) er entydig i
den forstand, at to primfaktoroplesninger af samme tal altid er i det
veesentlige ens.

12) Vis, at der findes uendelig mange primtal i Z( }10), hvoraf ikke
to er associerede.




PRISOPPGAVER FOR NORSKE GYMNASELEVER

Oppgavekonkurranse for 1964, arrangert av Norsk Matematisk Forening.

Den beste samling besvarelser vil bli tildelt H.K.H. Kronprins Haralds premie
pd 200 kr. Eventuelt vil det bli delt ut ekstrapremier. I konkurransen kan alle
norske gymnasiaster veere med. Oppgavene faller inn under reallinjens pensum.
Jo enklere og mer elementzre lgsningsmater en kan finne, dess bedre. Oppgavene
bor dreftes og greies ut sd fullstendig som mulig. Det er ikke nedvendig & ha svart
pé alle 6 oppgavene. Ingen kan vinne hovedpremien mer enn én gang.

En sender lgsninger til lektor Ragnar J. Solvang, Ris skole, Vinderen, Oslo,
innen 1. 8. 1964, ledsaget av en erklmring om at oppgavene er selvstendig last.
Oppgi skole og klasse.

Oppgavene er ogsé publisert i Den Hogre Skolent for 1. febr. 1964.

Vi henstiller til matematikklarerne pé reallinjen om & gjere flinke elever opp-

merksom pd konkurransen.

1. Tre sirkler med sentrene 4, B og C tangerer hverandre utvendig,
og tangerer dessuten alle en og samme rette linje. Vis at trekanten 4 BC
er stumpvinklet, og bestem forholdene mellom sirklenes radier slik at
den stumpe vinkel blir storst mulig.

2. Bevis at i/é ikke kan skrives pa formen p+q]/; der p, ¢ og r er
rasjonale tall.
3. Lgs likningen
[+l —|z|+3lz—1|—2jx—2]| = z+2.
4. Bevis pd en eller helst flere mater at 32»+ 63 for alle naturlige tall

n kan deles med 72. Hvordan méa n velges for at 32"+ 63 skal kunne
deles med 641

5. Finn den storste og minste verdi
z=x+ty

kan anta, nar folgende ulikheter samtidig skal veere oppfylt:

! Her er det dessverre en trykkfeil, idet de to siste ulikheter y= i heyre kolonne
i oppg. 5 er gjengitt med y=.

NMT, Hefte 4, 1963. — 14 [193]
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y s —3x+7 x=20,y=0
y < —x+10 y=z —2x+4
y < —3x+24 yz —fr+i.

6. Et kvadrat ABCD med side 1 er gitt. Forleng AB og AD slik at
kvadratet blir liggende i et hjerne. Et linjestykke av lengde a skal gi
gjennom C og dessuten ha sine endepunkter £ og F pa forlengelsene av
AB og AD.

a) Beregn AE og AF.

b) Hva er den minste verdi vi kan velge for a i denne oppgaven*

RESULTAT AV PRISOPPGAVER FOR NORSKE GYMNASELEVER
(Oppgavene i NMT 10 (1962), s. 227-228.)

T konkurransen var det 20 deltakere. Blant disse var fjorérets vinner, Byrge
Birkeland, som ifelge bestemmelsene deltok utenfor konkurranse. Ogsé i &r har
han levert et utmerket arbeid.

H.K.H. Kronprinsens premie kr. 200 ble tildelt Ulf Tangen, elev av 5 Rg.,
Gjovik og Vardal interkomm. hegre allmennskole. Han har levert meget bra be-
svarelser pé alle oppgavene.




KRONIKK
RESOLUTION

Den femte nordiska kongressen for lirare ¢ matematik, fysik och kems, som forsig-
gick i Helsingfors under tiden 26-29 juni 1963 och féregicks av ett seminarium for
ledare och funktionirer, samlade omkring 500 liroverkslirare frén de nordiska
linderna. Emedan matematikens, fysikens och kemins betydelse i samhéllet fort-
farande vixer snabbt, maste undervisningen i dessa dmnen kraftigt paverkas av
denna, utveckling. Kongressen vill dérfor efter en mojligast grundlig diskussion av
en rad aktuella fragor for sin del framhéalla féljande:

1. For uppndende av en riktig balans mellan humanistiska och matematisk-
naturvetenskapliga &mnen pé de icke-matematiska linjerna i gymnasiet bér mate-
matiken f& en tillréckligt stor andel av timantalet. Undervisningen bor avslutas med
en effektiv och limpligt utformad examen. Med hénsyn till fysikens och kemins
stora andel i den nutida virldsbilden och deras betydelse for forstaelsen av den tek-
niska utvecklingen bér de icke-matematiska linjerna ha en fér dem lémpad kurs i
fysik och kemi. Detta dr ett allmént bildningskrav och kan i vissa fall d&ven vara
av betydelse som direkt férutsittning fér elevernas studier och kommande yrkes-
utévning.

2. Det nordiska samarbetet kridver, att vart och ett av de nordiska linderna
strévar att uppritthalla ungefir samma niva inom alla omraden av samhillslivet.
Detta giiller d4ven den matematisk-naturvetenskapliga undervisningen. Den inter-
nationella konkurrensen inom vetenskap och teknik kriver sirskilt, att undervis-
ningens standard bér héjas, om den i négot av vara ldnder ligger under den &vriga
nordiska nivan.

3. Reformarbetet inom den matematisk-naturvetenskapliga &mnesgruppen boér
fortsittas. Samtidigt bor allt det virdefulla inom den nuvarande undervisningen
tas till vara. Det biista slutresultatet uppnés icke genom en valdsam omvilvning
utan genom en lugn utveckling. Kongressen anser, att allt vidare kretsar bor del-
taga i forsoksundervisningen samt i diskussionen om mélséittningen och kursernas
utformning samt om resultaten av forscksundervisningen, s& snart sidana fore-
ligger.

4. Utvecklingen inom matematiken, fysiken och kemin samt moderniseringen av
kurserna stiller nya stora krav pé ldrarna. Kongressen riktar dérfér en vidjan till
de ansvariga undervisningsmyndigheterna att de matte ge verksamt ekonomiskt
stod &t en intensiv ldrarfortbildning.
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DEN 14. SKANDINAVISKE MATEMATIKERKONGRES

afholdes i Kobenhavn den 24.-28. august 1964.

Kongressen vil behandle sével ren som anvendt matematik. Foredrag kan holdes
pé skandinaviske sprog, samt engelsk, tysk eller fransk og de kan vare 45 minutter
eller 20 minutter.

Programmet vil desuden omfatte mindst én aftensammenkomst og én udflugt.
Endvidere tilrettelegges et program for deltagernes ledsagere.

Kongresbidraget er forelebig fastsat til 100 kr. (danske) for hver deltager og
50 kr. for hver voksen ledsager.

Henvendelser rettes til:

Sekretariatet for Den 14. skandinaviske Matematikerkongres,
Matematisk Institut, H. C. Orsted Instituttet,
Universitetsparken 5,

Kobenhavn @.

NORDSAM 64

Svenska Samfundet fér Informationsbehandling anordnar under tiden 18-22
augusti 1964 i Stockholm det sedvanliga symposiet éver anvindning av data-
maskiner. Ett antal framstdende utldndska experter har inbjudits att forelisa 6ver
de allra nyaste resultaten inom centrala forskningsavsnitt eller att ge en samlad
overblick 6ver stérre omrdden. Vidare inbjudas féredragshallare frdn de nordiska
linderna att medverka. Dér sd ér limpligt kommer paneldiskussioner att anordnas
for att underlitta en allsidig belysning genom att olika &siktsriktningar beredas
tillfdlle att framtrida.

Preliminért program kommer att utsindas omkring 20 april. Upplysningar kan
erhallas fran:

NordSAM 64, Box 474, Solna 4, Sverige.



SUMMARY IN ENGLISH

JENS ERIK FENSTAD: Thoralf Albert Skolem in memoriam. (Norwegian.)
An obituary on professor Thoralf Albert Skolem, May 23, 1887-March 23, 1963.

Nis MusteLIN: Two astronautical problems. (Swedish.)

The optimal mode of entering a circular orbit around a planet is discussed in
terms of the characteristic velocity (i.e., the sum of the velocity impulses applied),
a) for a space ship starting from the planetary surface, b) for a space ship approach-
ing the planet from a very large distance.

GUNNAR Brom: Reliability of a compound electronic system. (Swedish.)

An electronic system, consisting of a given number of identical units, is served
by a single repairman. At any moment each unit is either at work or not at work
(because of some sort of failure of the unit). When a unit is not working, it is either
being repaired or waiting for repair to begin (because the repairman is serving
another defective unit). The running-time of each unit, that is, the duration of
time from the moment when repair ends up to the moment when a new failure
occurs, is assumed to be exponentially distributed. Also, the repair-time is assumed
to be exponentially distributed. The system breaks down when and only when
all the units are not working.

A measure of reliability of the system is given by the average time-duration
from the moment when a breakdown of the system occurs until the moment of
the next breakdown. This average, which depends on the number of units and on
the means of the exponential distributions mentioned above, is obtained as a
special case of a known general formula stating the average recurrence time and
the average first passage time of a birth and death process. This formula is derived
using elementary arguments.
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