EN DEFINITION AV EXPONENTIALFUNKTIONEN

HARALD BERGSTROM

1. Inledning. Medan det neperska talet e i regel inféres sasom griins-
virdet for talfoljden {(1 + ;z) n} » m=1,2,..., synes man mera sillan
definiera exponentialfunktionen direkt sisom grinsvirdet for foljden
{( 1+ ;;)n} , m=1,2,..., ehuru en sddan definition kan vara motiverad

t. ex. nir man betraktar sammansatt rinta och liter kapitaliseringen
ske med allt kortare intervall. I det f5ljande skall jag visa hur exponen-
tialfunktionen kan inféras mycket elementirt som griinsvirde for foljden

{(1+ f) } och hur exponentiallagen kan hirledas och derivatan av
n

exponentialfunktionen kan berdknas. Denna metod 4r dessutom si all-
min att den kan anviéndas for att ps samma sitt definiera exponential-
funktionen f6r komplexa argument och #ven exponentialfunktionen P
mera allménna kroppar (och #ven ringar) én kroppen av komplexa tal.
P4 dessa allminna fragestillningar skall jag emellertid endast ga in i
forbigdende. Salunda behandlar jag forst exponentialfunktionen fér
reella argument och ger utvidgningen till komplexa argument i ett sir-
skilt avsnitt.?
Mitt huvudsakliga hjilpmedel ér identiteten

(1) ar—b" = (a—b)[an1+an-+ ... +bn-1]

1 Redaktionen har gjort mig uppmirksam pa att W. Fenchel ockss foreslagit defini-
x n
tionen av exponentialfunktionen, som gransvirdet for (1+—> , némligen i uppsatsen
n

»Om indferelsen av eksponentialfunktionen«, NMT, 1958, s. 109-113. Fenchels metod
fér beviset av existensen av exponentialfunktionen och for hérledningen av funktional-
ekvation fér den skiljer sig dock vasentligt fran min. Dessutom behandlar Fenchel
endast exponentialfunktionen fér reella argument. Ma min uppsats bli ytterligare ett
belagg for att man i grundliggande kurser bér indféra exponentialfunktionen pa
nyssndmnda sitt.

NMT, Hefte 2, 1963. — [41]
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vilken inte bara bestar for tal @ och b utan #ven for element @ och b i
en godtycklig kommutativ ring. Jag anvinder denna identitet konse-
kvent och utnyttjar den dérfoér dven i stéllet for binomialteoremet, dér
detta likavél skulle kunna ha begagnats.

2. Nagra elementira olikheter. Lat a och b vara positiva tal och
a=b. Av (1) f4 vi d& omedelbart dubbelolikheten

(2) n(a—b)b"1 £ a”—b" £ n(a—>b)a™1;
for b=1 fa vi av (1) identiteten
(38) ar—1-n(a—1) = (a—1){[a*1=1]+[a"2—1]+... +[a—1]}.
Om a1, finna vi pa grund av (2):
0<a?-1 = p(a—1)ar-1

for p=1,2,...,n—1, och av (3) foljer da for n=1:

0sar—1-n(a—1) £ (a=1)2[(n—1)+(n—2)+...+1]a"2.
Pa grund av identiteten 1+2+ ... +(n—1)=4n(n—1) ar d&

n(n—1)

(4) 02a*~1-n(a—1) = ~(@—1)%an-2 .

For godtyckliga reella eller komplexa tal a och b vilja vi ett positivt
tal « sd att |a| S, |b] . Av identiteten (1) f& vi da olikheten

(5) la®—b"| < m|a—>bljan-?
for n=1,2,.... Om |a|<«, 1 =« giller p4 grund av denna olikhet och
identiteten (3)
-1
(6) lan—1—n(a—1)| < g(nz ) |@ — 1|2am—2

for n=1,2,....

3. Exponentialfunktionen for reella argument. Nir vi bevisa existen-
sen av grinsvirdet
x n
lim (1 + —)
n

n—>+0o

for 20, stodja vi oss pad satsen att en monotont vixande uppat be-
grinsad talf6ljd har ett grinsvirde, en sats som pa skolstadiet far accep-
teras utan bevis.
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n
Forst visa vi att foljden {(1 + 9—0) } ar monotont vixande for x=0.
n

Sitta via=1+ —x—l, b=1+ z i hogra olikheten (2) f4 vi olikheten
n— n

05 (e 27) - (147) =0 (T2 (10 5) - ()
< T e - n|——— = s
- n—1 n n—1 n) n—1 n—1 n—1

som ocksd kan skrivas

x\ " x n x x n-1 x n-1
O (D) e (T ) () e
n n—1 n—1 n—1 n—1

n
Denna olikhet visar att talfoljden {<1+§> } dr monotont vixande
n

lIA

for £20. For att visa att den &r uppat begrinsad betrakta vi forst

fallet 0 <z <}. Om vi i hogra olikheten (2) insitta =1+ 9—6, b=1, fa vi
olikheten "

AN x n-1 1 x n-1 1
0§<1+—) —1§x(1+~> §~(1+_> <
n n 2 n 2
vilken ocksd kan skrivas
AN 1 x \n"1
<1+—) =< 1+—(1+——) .
n 2 n—1

Emedan 1+x<2 fér 0<x <}, f& vi dirav genom fullstindig induktion:

xn
n

Om z dr ett godtyckligt positivt tal, vilja vi det naturliga talet m
sd att x < 4m och fa enligt (8):

(1+2)" = <1+%L>"”‘: [<1+%>n}m

n
Eftersom talfcljden {( 1+ z enligt (7) &r monotont vixande, féljer av
J ” g J
denna olikhet:

2m

IIA

IA

T\ " m
9) (1+_> <o pzl, 0saxs<o,
n 2

for naturliga tal m och . .
Sedan vi visat att talféljden :(1+ —> i dr monotont vixande och
n
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uppat begransad for varje tal # >0, draga vi slutsatsen att den har ett
bestimt grinsvirde for =0 och detta beteckna vi med expax:

n
(10) expr = lim <1+9—C) .

n—>+00 n

Genom denna relation blir sdlunda en funktion, expw, definierad for
z=0. Observera att

(11) expr = (l+§)
n

for z= 0 (jfr. (7)).

Vi visa nu att grinsvirdet i hogra ledet av (10) existerar &ven for
negativa x och att silunda expx, definierad genom (10), har en be-
tydelse for alla reella tal z.

Tydligen &r
1 x
e (B a2
x\" n x
(1+3)
n
och alltsa for O<x<n:

(12) 0<—1-———(1—9—6)n< 1-—(1«9”—2)n.

AN
n
2

Men av higra olikheten (2) fa vi for a=1, b=1-— :ia olikheten
n

x2 n .’,UZ
0<1—(l——) < —.
n? n

Hogra ledet av denna olikhet gar mot 0 da » vixer mot co. Saledes foljer
av (12):

2\"  expx
lim (1+—> P
n—>+00 n

Dirmed ha vi visat att expx dr definierad for alla reella tal  och visat
exponentlagen

x)” 1 1

lim <1 R
n—>+00 n

1
expxr = — .
exp (—x)
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Den allménna exponentlagen

(13) exp(¢+y) = (expx)-(expy)

for godtyckliga reella tal x och y, visa vi pa foljande sétt: Forst observera

vi identiteten
— 2
(1532 (D) (108) - (Y
2n n n 2n

Av olikheten (5) fa vi sedan for a= <1+ —ﬂ> b= (1 + ?_) <l+g> ,
n

x| <m, |y|<n: 2n "
(1552) = () ()
o (155 - (142 (24])

2 2(n-1) 2
w2 VR (14 LR B0 expol + i

[l
IIA

2n 1)
(14 2l + Iyl)
2n

II/\

(jfr. (11)). Av denna olikhet foljer

i (127527 () ()

n—>~+00

och alltsd identiteten (13).
Sitta vi expl=e finna vi med hjilp av exponentlagen

expq = (expl)? =

q
for varje heltal ¢ och e? =expp=exp <q- 2) = (exp 2) . Salunda &r
q q

p
exp— = eP/7,

x
4. Derivatan av exponentialfunktionen. Vilja vi a=1+ — i olikheten
n

(6), kunna vi dir valja «=1+ EU—[ och fa da
n

.(1-}-2)”_1_% én(zn_zl_)lxlz (LF%)“ 2<%| 12(1+| I)
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Vid grinsévergang n —+ oo foljer

lexpx—1—2| < }|z|? exp|x]|
och )
lim | &XPE—2

z—>0 CL‘

—1'=0.

Alltsé har expx derivatan 1 i punkten =0. Derivatan av expaz i en
godtycklig punkt « finna vi sedan med hjilp av exponentiallagen :
exp(x+h)—expx exph—1

lim = expz-lim
h—0 h h—>0 h

= expx .

Vi betrakta hiir endast reella tal # men deduktionerna besta dven for
komplexa tal # sedan exponentialfunktionen definierats fér sadana argu-
ment och exponentiallagen verifierats fér komplexa argument. Denna
komplettering ge vi i nista avsnitt.

5. Exponentialfunktionen fér komplexa argument. Vi visa att grénsvirdet

x n
expx = lim (1+—>

n—>+00 n

existerar &ven for komplexa argument x. Dérvid stodja vi oss pa satsen,
att en talféljd {a,}, n=1,2,..., som uppfyller det s. k. Cauchyvillkoret

lim |a,—a,| =0
m, n—>+00

och dirfor kallas en Cauchyfsljd, &r konvergent.
n
For att visa att f6ljden { ( 1+ a_:) } dr en Cauchyféljd jamfora vi forst

<1+—) och(l—i—f—) (m och n naturliga tal). Vi vilja a = <1+—) ,
n mn mn

x
b=1+ - i olikheten (5) och observera att
n
| \™ ||
(14 20) 2 145
mn n

pé4 grund av vinstra olikheten (4). Alltsd bestadr olikheten (5) med

ovannimnda @ och b om vi vilja x = <1 + li') och vi fa av denna olik-
het: mn

(o) = () |2 o () = () [ (i)™

=n
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P4 grund av olikheten (6) &r vidare

m(m—1) |z|? || ™2
£ — (1 + ——) .
2 m2n? mn

De sistnamnda olikheterna kombineras till olikheten
T \mn x\" 1 |£L’| mn—-2
‘<1+——) —(1+—) < — |x)? (1+——) .
mn n 2n mn
le mn—2
()
mn
x mn x n
(+2)" (3
mn n
x mn x m
(2=
mn m

Kombinera vi dessa tvé olikheter, fa vi
r\™ x\™

(3~ (1+3
n m

n
Dirav framgar att foljden {(1 + f) } dr en Cauchyfoljd och silunda &r
n

Eftersom

IIA

le mn
(1+——) < expla|,
mn

giller da ockséd

1
| expla

IIA

Analogt ar

IIA

1
— [z[? exp|z] .
2m

<5 (o4, ) el explal

konvergent, varfér exponentialfunktionen &r definierad genom (10) &ven
for komplexa tal z. Beviset for exponentiallagen i 3 bestar &ven for
komplexa argument z. Som vi tidigare anmérkt bestar dven hirledningen
av derivatan i 4 for komplexa argument.

Definitionen av exponentialfunktionen &ppnar vigen for flera in-
tressanta samband i den analytiska funktionsteorien. De trigonometriska
funktionerna definieras genom relationerna

. 1 ) . 1 . .
sinxy = 2—i(expm—exp(—m)), coSx = é(expzx—;—exp(—zx)) ,

varav relationen cos?z+sin?z=1 framgar. Analogt finner man andra
kinda trigonometriska samband. Pa grund av de enkla relationerna
mellan funktionerna expz, sinz, cosxz och deras derivata erhaller man
litt Taylorutvecklingarna for dessa funktioner o. s. v.
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6. Exponentialfunktionen pa ringar. Den som har kinnedom om norme-
rade ringar med enhetselement inser litt hur metoden i det foregéende
kan anviindas for att infora exponentialfunktionen

x n
expx = lim (e+—>
n—>oo n

pé en sddan ring. Hir betecknar e enhetselementet i ringen och grins-
viirde betyder grinsvirde i den tillhérande normen varvid vi forutsitta
att normen av e &r 1.

Observera att en normerad ring i allménhet definieras som en ring
for vilken man har en norm, d.v.s. en funktion llz]] pa4 ringen som
antager icke negativa virden och som satisfierar villkoren

Pl = 0e =0, 2° oty < lol+yl, 3° oyl < |-yl .

Om ringen dr en algebra 6ver en talkropp (t. ex. den reella eller kom-
plexa) skall vidare relationen

lloc-]| = ox] - [l]]

gélla f6r varje ringelement och varje tal «, varvid || betecknar absoluta,
beloppet av «. Emellertid kan metoden i det foregdende tillimpas dven
om normen icke allmint uppfyller villkoret 3°. Genom en enkel modifi-
kation kan metoden #ven anvindas fér att finna konvergensvillkor for
foljder av formen {a,*}, da {a,} dr en f&ljd av ringelement och %, en
foljd av naturliga tal.




UTDANNING AV LARERE I MATEMATIKK

KAY PIENE

For gyeblikket opplever vi at skolen i mange land reformerer sitt
matematikkpensum. Det som skjer er at stoff som for bare har veert
behandlet ved universitetene na flyttes ned i skolen. Dette er i og for
seg ikke noe nytt. Vi kan tenke pa infinitesimalregningen som for ikke
s& mange ar siden kom inn i skolen, men som da lenge hadde hatt en
plass ved universitetene.

I dag er det igjen nye disipliner som skal inn i skolen (mengdelsre,
logikk osv.), og det blir derfor en vesentlig oppgave bade & gi eldre leerere
som alt er i stilling, det de mangler, og dessuten 4 gi de vordende lerere
en utdanning som harmonerer med de nye programmer i skolen.

Det er sarlig med tanke pa den siste oppgaven jeg i det folgende skal
behandle utdanningen av lwrere i matematikk.

En finner rundt om i landene skoler fra det 6. eller 7. &r opp til det
18. eller 19. Vi kan g ut fra en modell som denne:

1. Forst en grunnskole eller primeerskole med den samme undervis-
ning for alle i de forste arene. Her finner en for det forste undervisning
i regning, men det har i det siste veert tendenser til ogsd & innfore mate-
matikk, spesielt elementar plangeometri, bokstavregning og mengdelare
pa dette trinn.

2. Dernest en sekundaerskole som bygger pé hele eller en del av grunn-
skolen, og som pé ferste trinn gir den samme matematikkundervisning
til alle elever.

3. Til slutt har sekunderskolen noen klasser som forer til hggskole
eller universitetet (gymnas, lycée el. lign.), og som er delt i forskjellige
linjer med en vekslende mengde matematikk.

En finner i enkelte land gymnaslinjer uten matematikk, men etter
min mening ber alle som gar i et gymnas ha noe matematikk. Jeg
opererer derfor med tre muligheter: Et maksimalt, et midlere eller et
minimalt matematikkpensum. Jeg gar ut fra at det ikke kan bli tale om
den samme utdanning for larere pa hvert enkelt av disse nivaene.

Utdanning av lerere for grunnskolen kommer i en seerstilling, idet den
ofte foregar i egne institusjoner, ikke ved universitetene. Om det i slike

[49]
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leererskoler i dag blir undervist i matematikk, skjer det uten tanke pa
undervisning i faget i skolen. Annerledes blir stillingen dersom matema-
tikk rykker inn i regneundervisningen i grunnskolen, spesielt dersom
det skal skje i en av de forste fem klassene.

Jeg tror ikke alle de lerere vi har her idag uten videre kan overta en
slik begynnende matematikkundervisning. Leererskolene (lerersemina-
rene) ma legge om sin matematikkundervisning dersom det skal bli
slik at en hver lerer i grunnskolen skal kunne pata seg en slik under-
visning.

Det er imidlertid et spersmél om ikke — i hvert fall i en overgangstid
— den forste matematikkundervisning ber overtas av lerere som har
fatt serskilt utdanning til det. Det betyr altsé at en her forlater klasse-
lzereren til fordel for faglaereren.

Det er interessant & konstatere at de danske grunnskoleseminarer har
dels obligatoriske fag, blant dem regning, dels valgfrie, blant dem
matematikk. Hver velger ett sakalt linjefag. Det er her undervisning i
6 uketimer i 2 ar. Pensum er delt i 3 emnegrupper: A-stoff, B-stoff og
C-stoff. A-stoffet er rent faglig gymnasstoff, spesielt slikt stoff som er
viktig i elementzrundervisningen. B-stoffet bestir i en dyperegéende
behandling av visse spersmél fra det elementere pensum. C-stoffet skal
gi faglig innsikt og dyperegiende forstaelse. Det er uten eksamen.
Lereren kan i en friere form gjennomgé slikt som logikk, mengdelere,
algebra (gruppe — ring — kropp), geometriens grunnlag.

A-stoffet er obligatorisk og ens for alle, mens seminarlereren kan
velge program i B- og C-stoffet.

En slik ordning virker pa papiret sveert fornuftig, men er sterkt av-
hengig av hvordan organiseringen av undervisningen skjer. Under alle
omstendigheter tror jeg at en i de forste arene ikke ber starte for tidlig
med (virkelig) matematikk i grunnskolen (jeg er klar over at en né i
visse land bruker ordet som fellesnavn for regning og matematikk), og
at en til 4 begynne med ber overlate undervisningen til utvalgte lerere
som fgler seg kallet til & ta den pd seg.

Men det var utdanning av matematikklerere for videregaende skoler
jeg sarlig tenkte & behandle, og malet er greit, det gjelder & skaffe disse
skoler »gode« matematikklarere.

Hva en slik »god« leerer er, lar seg ikke angi slik at alle godtar det.
Men vi har ikke et helt udefinert begrep. Vi vet alle at noen lerere er
bedre enn andre. Om det ikke er mulig &4 gi tilstrekkelige betingelser for
utdanning av en god lerer, kan vi gi noen mer eller mindre nodvendige
betingelser, og jeg deler disse i 4 grupper:
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I. Matematikklereren mé ha en viss allmenndanning. Vi kan ikke ha
lerere med gode kunnskaper i matematikk, men som nermest er igno-
ranter utenfor dette omradet. De ber ha kjennskap til minst to fremmede
sprak, til historie, samfunnskunnskap og politikk, til minst en kunstart
og i det hele tatt kunne dele eller forstd sine elevers interesser utenfor
matematikken. Det bor veare skolens sak & gi bakgrunnen for en slik all-
menndanning, men ved wuniversitetet mé studentene ha et ipent sinn og
vare villige til 4 vide ut alle sine kunnskapsomrader. Likevel kunne jeg
tenke meg ved begynnelsen av universitetsstudiet 4 ha en forelesnings-
rekke i filosofi, spesielt i erkjennelses- eller kunnskapsteori, og en i
psykologi som ogsd kunne gi innsikt i lerings- og studie-metoder ved
universitetet.

II. Vi kommer s& til det vi kunne kalle den akademiske utdanning,
som gjelder den stofflige delen av studiet. Det er ngdvendig at mate-
matikklererne ikke bare behersker det stoff de skal presentere for sine
elever, men de mé ga videre og de ma ga dypere.

Da dr. Sjostedt for en tid siden sluttet i Skolverstyrelsen i Sverige,
sa han: »En lerer ma ikke bare vaere den beste i klassen, han ma vere
suveren i lerebgkene.« Han mé kunne svare pa videregaende spersmal
fra elevene, kjenne grunnlaget i faget si vel som oppbygningen, han
mé kjenne fagets arbeidsmetoder, ha sikker kjennskap om slikt som
definisjoner og bevis. Vi forstar derfor at de akademiske kurser mé
innta en stor plass i utdanningen. Samtidig er det klart at kravene varie-
rer etter det trinn undervisningen skal skje pa.

Vanligvis skjer den akademiske opplering pa universiteter, men det
er ogsd land som har egne utdanningsanstalter for lerere, som Polen.
Dette betyr at studenter alt i ung alder ma velge karriere. Men jeg tror
at de som studerer matematikk med tanke pa & gi inn i forskning eller
industri i grunnen har de samme behov som vordende lerere, de trenger
alle mer eller mindre den samme matematikk.

Det som er viktig er at den akademiske undervisning blir gitt av
matematikere som er virkelige vitenskapsmenn. Heldig er det om de
ogsd har veert lerere i skolen og kjenner klasserommenes problemer.

Det kunne ogsé veare gunstig om den vitenskapelige framstilling i en
forelesning ble supplert med praktiske merknader fra en erfaren, dyktig
skolelzrer som f. eks. kunne vise hvordan en best utnytter materialet i
skolen. (F. eks. innforing av positive og negative tall, av komplekse tall
ete.)

I enkelte land finner en ved universitetene forelesninger av mer skole-
messig art. I Italia har slike vert basert pa Kleins Elementarmathema-
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tik vom hoheren Standpunkt aus og Enriques’ I'Enciclopedia delle
matematiche elementare. Her mé naturligvis foreleseren ha erfaring fra
skolen.

Ved mange universiteter er matematikkstudiet delt opp i mindre
kurser som hver ender med eksamen. I andre land kan det ogsé vere
mindre kurser, men bare en, to eller tre eksamener som dekker flere
kurser.

For vare problemer er det likegyldig hva for et system en har. Vesent-
lig er det at vi gar ut fra en universitetsmodell som gjor det mulig & ta
prover i matematikk pa flere nivéer. Vi kunne tenke oss tre nivéer:
En A-preve for lerere i de laveste klasser i sekundwrskolen pluss de
linjer i gymnaset som har minimum matematikk; en B-prgve for de
linjer i gymnaset som har et middels stort pensum; og en C-prgve for
linjen med maksimum av matematikk. Jeg gér ut fra at det til C-proven
blir knyttet et sterre personlig arbeid i form av en mer eller mindre
vitenskapelig avhandling, lesning av en storre regneoppgave el. lign. og
som krever uker eller maneder til utarbeidelsen.

Det vanlige er at det akademiske studium omfatter et eller flere fag
ved siden av matematikken. Jeg tror at et studium som utelukkende
behandlet matematikk ville bli for ensidig. P4 den andre siden er mate-
matikk et s stort fag at det vanskelig kan bli plass til mer enn ett fag
til, helst et fag som bruker matematikk, som f. eks. fysikk, biologi,
sosiologi, psykologi osv. Men jeg ville gjerne la studentene ha frihet til
4 kombinere faget med f. eks. filosofi eller med et fremmed spréak.

I B-preven blir matematikk et bifag, slik at en her kan ha et hoved-
fag som fysikk eller to andre bifag.

I A-proven vil matematikk f& en beskjeden plass, og hovedinteressen
vil da ligge pa andre omrader. Det er ikke nodvendig & drofte hvordan
studiet her kan organiseres.

Det er kanskje & ga for langt & si at det til hver matematisk deldisiplin
i skolen skal svare et tilsvarende, men storre kurs ved universitetet.
Naturligvis vil en lerer som har hatt et kurs i determinanter kunne
undervise i matriser uten et kurs i dette emnet. Men noen kurser i skolen
er si spesielle at et ekvivalent kurs ved universitetet er ngdvendig.
Dette gjelder f. eks. infinitesimalregning og sannsynlighetsregning. Det
som er viktig er at en har et fullstendig kurs i én disiplin, der en kan se
hele systemet med definisjoner, aksiomer, setninger, bevis osv.

Jeg har ellers sett en amerikansk bok som kan gi ideer til et kurs som
alle matematikklerere bor ta. Kapitlene i den var disse: Sprak, sym-
boler, utsagn, argumenter, bevis, den aksiomatiske metode, mengder,
logikk og mengder, mengders struktur, tallmengder, krav til mengder,
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problemlgsning, funksjoner, telling, sannsynlighet. Ogsa et kurs i mate-
matikkens historie ber alle vordende lerere ta.

For leerere som skal undervise pa det laveste trinn, A-nivaet, ville
jeg ha to kurser, ett i geometri og ett i algebra, som skal gi bakgrunnen
for elementerundervisningen pa dette nivaet. I geometrikurset ma det
bli gjennomgatt aksiomatikk, deduksjoner i geometrien, ikke-eukli-
disk geometri, maling, vektorer, transformasjoner, geometriske konstruk-
sjoner. Algebrakurset ma bl.a. behandle mengder, utsagn, tallsystemer
(rasjonale tall, reelle tall osv.), sannhetsmengder, grupper, ringer, krop-
per osv. (Det forutsettes at ikke disse emner er behandlet i andre kurser.)

Jeg nevner at den siste studieplanen for matematikk ved Universitetet
i Bergen opererer med disse disiplinene i den kombinasjonen som er
beregnet for vordende lerere: 1) Stottekurs i matematikk (elementeer
infinitesimalregning, ikke-stringent framstilling), 2) teoretisk analyse,
3) linewr algebra, 4) algebra, tallteori og gruppeteori, 5) elementere
geometriske emner. Kursene 4) og 5) svarer langt pa vei til de to kursene
jeg nettopp nevnte.

Ved Universitetet i Oslo utgjer analysen en relativt stgrre del. Til
gjengjeld er det flere emner spesielt i kurs 4) men ogsa i 5) i Bergen som
ikke blir behandlet der.

For lzerere pa B-nivaet trengs for det forste de kursene som en har for
A-nivéet. Dernest et kurs i infinitesimalregning (funksjoner, tallfglger
og rekker, grenser, derivasjon, de to slags integraler og noen differen-
sialligninger). Videre et kurs i geometri (vektorer, topologi, projektiv
geometri). Endelig et kurs i lineser algebra, som fortsetter behandlingen
av mengder, grupper, ringer, integritetsomrader, kropper med reelle og
komplekse tall, linexre ligninger, determinanter og matriser.

Ved siden av disse kursene ber det veaere noen valgfrie, f. eks. partielle
differensialligninger, sannsynlighetsregning og statistikk, gruppeteori,
tallteori, numerisk analyse, mal- og integralteori, rasjonell mekanikk,
lineser programmering, spillteori osv.

For lerere pa C-nivdet ma kurser i statistikk og sannsynlighetsreg-
ning vere obligatoriske. Her kommer ogsa videregaende kurser i mate-
matisk analyse, analytiske funksjoner, differensialligninger og tallteori,
foruten kanskje andre kurser.

Jeg forutsetter at de forelesninger som gir stoffet skal veere grundige
og korrekte og bli gitt av matematikere som er vitenskapsmenn. Men
det skal ikke bare vare opplesning fra en bok. Studentene skal f& gi
kommentarer og komme med spersmal. En ma ha oppgaveregning til
alle kurser. Eksamensoppgavene skal ikke bare be om at stoffet blir
memorert, men kreve virkelig forstdelse og stoffbeherskelse.
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Som kjent er for tiden leerersituasjonen vanskelig fordi vi i de fleste
land har lerermangel og dernest fordi endringene i skolematematikken
stiller nye krav til leererne. Professor Jystein Ore har sagt at en univer-
sitetsutdanning som er mer enn 20 ar gammel méa suppleres og fornyes.

Det er ganske klart at matematikkleerere trenger »oppfriskningskur-
ser«, og i mange land er en na gatt i gang med slike. Staten ma organisere
kursene og lererne mé fa gkonomisk stotte til & folge dem. Til gjengjeld
kan de gjores obligatoriske for dem som underviser i matematikk i
skolen.

III. Vi har til nd vesentlig behandlet det vi kunne kalle den faglige
eller akademiske utdanning av lererne. Lenge trodde en at denne var
tilstrekkelig, slik at dersom universitetseksamener var bestatt, hadde
en garanti for evner til 4 undervise.

Dette er imidlertid slett ikke sant. Svaert f& er »fodte lerere«, men de
fleste vil kunne dra nytte av et pedagogisk kurs, og gjennom det fa
innsikt i hvordan en best kan bringe matematikkstoffet til elevene i en
klasse og fa dem til & forstd det og kunne bruke det.

I flere og flere land forlanger en derfor at den vordende leerer skal
gjennomgé et kurs i praktisk og teoretisk pedagogikk. Det er ikke her
stedet til i detalj & angi hva et slikt kurs skal besta av. Ved siden av en
viss mengde stoff ma det under alle omstendigheter gi studentene an-
ledning til & studere erfarne lereres undervisning, og siden under ledelse
av lererne selv & overta undervisningen for en tid. Til slutt ber de ogsa
4 en uttalelse, en attest eller en karakter, som gir en vurdering av deres
dyktighet i undervisningsarbeid. Mye taler for at de i det forste aret
etter at de begynner som laerere ved en skole, bar fa rettleiing av eldre
leerere, og at de kanskje forst da bgr bli endelig vurdert.

Den teoretiske del ma omfatte emner som generell undervisningsleere,
pedagogikkens historie, skolelovgivning, komparativ pedagogikk, hygi-
ene, pedagogisk psykologi, hjelpemidler i undervisningen foruten de
enkelte fags undervisningsmetodikk.

Metodikkundervisningen i matematikk ma begynne med fagets plass
i skolen, timetall, pensa, planer, aktuelle problemer osv., og videre gi
en oversikt over de eksisterende leerebgker samt eventuelle nye forsgks-
tekster. Ellers m& det legges swrlig vekt pa en gjennomgaing av begyn-
nerundervisningen i matematikk. Her har en hele elevmassen og her
blir der et serlig problem & f& alle med, mens hgyere oppe i skolen blir
problemene snarest av matematisk-faglig art. Problemer fra begynner-
undervisningen som mé dreftes er f. eks. regning med tilnsermete tall,
behandlingen av definisjoner, postulater og aksiomer, spesielt Euklids
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5. postulat, setning og omvendt setning, beviset og det indirekte bevis,
geometriske konstruksjoner, areal osv. Videre innforing av begreper fra
mengdeleren og av bokstavtall, innforing av tall med fortegn, potenser,
ligninger og ulikheter. Endelig utvalgte emner fra de gvre trinn, spesielt
en drefting av matematikkundervisningen i de klasser der faget er et
bifag, et bifag som mange elever kan ha en viss animositet mot. Til slutt
mé en behandle oppgaveregning hjemme og pa skolen og vurderingen
av denne ved karakterer (»betyg«). Under hele kurset bor det vere sma
foredrag av studentene, som f. eks. kan 8 i oppdrag & sammenligne og
vurdere en utenlandsk lerebok og en tilsvarende fra eget land. Det m4
ogsd bli gitt orientering om eksisterende handbeker til matematikk-
undervisningen.

Idag har de pedagogiske institusjoner forst og fremst den oppgaven
4 gi undervisning, men det er klart at de i framtiden ogsd mé ta opp visse
forskningsoppgaver. For det farste ma det bli tale om en kartlegning
av den eksisterende matematikkundervisning, dernest om eksperimenter
for & finne en bedre undervisning, vurdering av nye leeremetoder osv.
Videre méd en i samarbeid med psykologien prove & finne ut hvordan
barn lerer matematikk, hvorfor enkelte barn har vansker med faget,
og en mé prove & finne den optimale alder for innfgring av visse begreper
og prosesser. En m4 i det hele prove & finne fram til en bedre og i ordets
beste forstand mer effektiv matematikkundervisning enn den vi har idag.

IV. Den fjerde gruppen krav til den gode lerer er vanskeligere & defi-
nere. Vi har personlige egenskaper som ikke er s& lette & utvikle eller 4
forbedre ved hjelp av instruksjon eller leering. Det jeg tenker pa er at
den gode leerer mé forstd sine elever, ma kunne folge dem, veere p4 bolge-
lengde med dem, mé vaere dpen og uavhengig og verken redd for lere-
bok eller elever. Dette er for en stor del medfadte egenskaper, men jeg
har sett mange forandre seg under det pedagogiske kurset, og mer kan
sikkert gjores.

Akkurat idag er det mange vansker fordi skolene ni far nye planer,
mens det p4 samme tid i nesten alle land er mangel pa matematikklerere.
Det blir derfor ngdvendig bade & oke antallet leerere og gi merutdanning
til de lerere som alt er i tjeneste. Heldigvis er tilstromningen til mate-
matikkstudiet gkende rundt om i verden, og jeg tror vi kan vere relativt
optimistiske nar vi ser pa forholdene pa lengere sikt.



OM DELBARHETSREGLER

HANS RIESEL

Alla kénner nog till de enkla reglerna for tals delbarhet med 9 och
med 11: Ett tal N=2*  a,-10" med de decimala siffrorna a,a;_; . . .a,a,

ar jamnt delbart med 9 om och endast om X*  a, ar jimnt delbart
med 9. N ar jamnt delbart med 11 om och endast om ay—a,+ay— ... +

(— 1)k, &r jamnt delbart med 11.

Bevis for reglerna fis genast ur ovanstdende framstéllning for deci-
mala tal och kongruensteorin; den férsta beror pa forhallandet att
10=1 (mod 9), och darfor &dven 10°=1 (mod 9), den andra pa att
10= —1 (mod 11) och dérfér 10°=(—1)" (mod 11).

Mindre vilbekant dr kanske foljande regel for tals delbarhet med 7,
11 eller 13: Dela in siffrorna i talet N fran slutet i grupper om 3 siffror.
Lat alltsa

ay+ 10a, +100a, = s, az+ 10a,+ 100a; = s; osv.

D4 ir talet N=X*311000’s,, och N &r jimnt delbart med 7, 11 eller 13
om och endast om talet sy—s;+8,— ... 4r jimnt delbart med 7, 11
resp. 13. Denna regel, som ibland kallas 1001-regeln, bevisas enkelt pa
foljande satt: 1001=7-11-13. Alltsd &r 1000= —1 (modp), dir p &ar
nagot av talen 7, 11 eller 13. Dirav foljer

[%/3] [%/31
N = 31000, = 3 (—1)s, (mod p),
v=0 »=0

vilket genast ger var regel.

Hur kan nu detta generaliseras? Dels, naturligtvis, genom att man
betraktar en annan 10-potens &n just 1000. Fér indelning av tal i grupper
om t. ex. 4 siffror fran slutet skulle man fa en motsvarande delbarhets-
regel for faktorerna i 10001=73-137. En annan generalisering far man
genom att betrakta andra moduler, lampligen de tal, som ligga nira
smé heltalsmultipler av 10-potenser, alltsd talen M =1-10m+n, dir !
ar litet och positivt, och n har litet absolutbelopp. Lat p vara en godtyck-
lig faktor i M, s& att alltsi

I-10m+n = 0 (mod p).
[56]

]
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Avdela de m sista siffrorna i talet N , 88 att
N =0a10"+b, 0 < b < 10m—1.

Om (I,p)=1, dro N och NI delbara med p samtidigt, och man finner,

att
Nl = al-10m+bl = bl—an (mod P) .

Man finner alltsi i detta fall, att N &r jémnt delbart med p om och
endast om bl —an &4r det. I regel ar |bl—an| <N, och i regel kan proce-
duren upprepas tills man far ett tal med (om 1< 10) m eller hogst m + 1
siffror.

ExempEL: 201=3-67. Ar 315637 delbart med 67°? Ja, ty 315637
ger (I=2,n=1):
3156-1—-37-2 = 3082;
30-1-82-2 = —134 = —2.67.

Pé detta sitt kan man litt bilda ett antal for huvudrikning anvind-
bara delbarhetsregler for de ligsta primtalen. Om man forst nojer sig
med mycket blygsamma krav pa skicklighet i huvudrikning, far man
regler ur de fall dir I och » bada #ro hégst forslagsvis 3 (m=2 och 3):

97 = primtal; ger regel for 97: 3a+b
98 = 2-7-7; ger regel for 7: 2a+b

99 = 9-11 (ointressant)
101 = primtal
102 = 2-3-17; ger regel for 17: 2a—b

103 = primtal

197 = primtal

198 = 2-99 (ointressant)

199 = primtal

201 = 3-67; ger regel for 67: a—2b

202 = 2-101 (ointressant)

203 = 7-29; ger regler fér 7 och 29: 30— 2b

297 = 3-99 (ointressant)
298 = 2-149

299 = 13-23; ger regler f6r 13 och 23: a+3b
301 = 7-43; ger regler fér 7 och 43: a—3b
302 = 2-151

303 = 3:101 (ointressant)

NMT, Hefte 2, 1063. — 5
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997 = primtal
998 = 2-449
999 = 33.37; ger regel for 37: a+b

1001 = 7-11-13; ger regler for 7, 11 och 13: a—b
1002 = 2-3-167
1003 = 17-59; ger regler fér 17 och 59: 3a—b

1997 = primtal

1998 = 2-999 (ointressant)

1999 = primtal

2001 = 3-23-29; ger regler fér 23 och 29: a—2b
2002 = 2-1001 (ointressant)

2003 = primtal

2997 = 3-999 (ointressant)

2998 = 2-1549

2999 = primtal

3001 = primtal

3002 = 2-19-79; ger regler for 19 och 79: 2a—3b
3003 = 3:1001 (ointressant).

Hir ha de delbarhetsregler antytts, som lata sig bildas for de primtal
mellan 6 och 100, som &ro faktorer i ovanstaende tal.

For de lisare som dro vana att multiplicera med en ensiffrig faktor i
huvudet, har nedan givits en utékning av denna tabell, som for m=3
tiacker omradet

1-10m4n, 1 <19, 1 < |nf £ 9samt l =10, -9 =n

IIA

—-1.

Endast de tal, som ge den »enklaste« delbarhetsregeln f6r en innehallen
primfaktor <100 ha medtagits i tabellen med motsvarande primfaktor
eller primfaktorer och regelns form angivna. Lustigt nog behéver man
da inte tillgripa storre virden pa I och n én 7.

994 71 6a+b 2993 73 Ta+3b
996 83 4a+b 3002 19,79 2a-—3b
999 37 a+b 3007 97 Ta—3b
1001 7,11,13 a-—b 3995 47 5a -+ 4b
1003 17,59 3a-—b 3999 31,43 a-+4b
1005 67 5a—b 4005 89 5a—4b
1007 53 Ta—b 5002 41, 61 2a—5b

2001 23,29 a—2b




N.H. ABEL UND ALEXANDER VON HUMBOLDT

KURT-R. BIERMANN!

Die Beziehungen zwischen N. H. Abel und A. von Humboldt scheinen
bisher noch nicht mit der wiinschenswerten Griindlichkeit untersucht
worden zu sein. Bei einer ersten Betrachtung ergeben sich folgende,
vielleicht nicht ganz des Interesses entbehrenden Gesichtspunkte:

L. »Unter Humboldts Schutze hitte Abels Pariser Aufenthalt anders
ausfallen konnen.« Dieser zweifelsohne richtigen Feststellung von V.
Bjerknes [3] ist nichts hinzuzufiigen, aber seine Begriindung, es sei in
Paris zu keinem pers¢nlichen Zusammentreffen gekommen, weil Hum-
boldt wahrend Abels Aufenthalt in Paris verreist gewesen sei, kann
nicht unwidersprochen bleiben.

Alexander von Humboldt verlie8 Paris im September 1826, um nach
18-jahrigem Aufenthalt in dieser Stadt seine dann 1827 erfolgende Riick-
kehr nach Berlin vorzubereiten. Abel war aber bereits seit dem 10. Juli
1826 in Paris; er hitte ihm also sehr gut vorher seine Aufwartung machen
kénnen. Dies wire auch insofern ganz besonders angebracht gewesen,
als Humboldt auf dem Wege nach Berlin GauB in Gottingen besucht hat.
Wir gehen wohl in der Vermutung nicht fehl, daB Abel von Humboldt
in seinem urspriinglichen Vorsatz, GauB zu besuchen, bestirkt worden
wire. Ja, sicher hitte Humboldt die Anmeldung Abels in Gottingen
ibernommen und eine bessere Einfiithrung hitte sich Abel gar nicht
wiinschen kénnen. Warum aber hat Abel Ende Juli oder im August
Humboldt in Paris nicht aufgesucht? Die Antwort ist sehr einfach:
Abel besaB keinen einfiihrenden Empfehlungsbrief, mit dem er sich
Humboldt hiitte nihern konnen. Es ist nur ein Versehen, wenn Oystein
Ore [4b] aus Abels Brief an Hansteen vom 29. Mérz 1826 iibersetzt:
»I have received letters of recommendation from Professor Dirksen in
Berlin to Alexander von Humboldt and others in Paris.« In der friitheren
norwegischen Ausgabe [4a] hat sich Ore ganz richtig an den Original-
text [1] angelehnt, der lautet: »Til sidstnevnte Sted [Paris] faaer jeg
Anbefalingsbreve af Professor Dirksen i Berlin til Humboldt og Flere.«

1 Aus einem Brief an Prof. Viggo Brun, Drebak.

[59]
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Den Grund, warum Abel keinen Brief fiir Humboldt erhalten hat, er-
fahren wir aus Crelles Brief an Abel vom 24. November 1826 [1]:

»Sie erinnern sich vielleicht noch, dal man Thnen hier Briefe fiir
Paris versprochen hatte, die Sie aber nicht erhalten haben. Die
Ursache des Ausbleibens war, da Herr Dirksen, der sie besorgen
wollte, sich mehrere Monate lang nicht hier befand. Die Briefe waren
an Herrn von Humbold. Derselbe ist jetzt in Berlin und ich habe
Gelegenheit gehabt, ihm auch iiber Sie zu sprechen, und Sie
konnen denken, mit welchem Eifer. Vielleicht ersetzt dies schon
einigermassen die Briefe. Herr von Humbold kehrt in wenigen
Tagen nach Paris zuriick. Versuchen Sie doch, ihn zu sprechen,
und sagen ihm, daB ich ihm von Thnen gesprochen hitte. Vielleicht
erinnert er sich dessen. Er kann IThnen niitzlicher sein als vielleicht
irgend ein Anderer. Kénnen Sie ihn aber nicht zu sprechen bekom-
men, was sehr schwer sein soll, so will ich Thnen dann noch die
Briefe zu besorgen suchen.«

Es erhebt sich die Frage, warum Crelle erst dann die Briefe zu be-
schaffen versuchen wollte, wenn Abel nicht zu Humboldt vordringen
konnte. Weshalb fiigte er nicht einfach einen ostensiblen Brief bei, um
Abel die Vorstellung bei Humboldt zu erleichtern? Man mufl beriick-
sichtigen, daB Crelle zu dieser Zeit noch nicht den engen Kontakt zu
Humboldt haben konnte, den er nach dessen Ubersiedlung nach Berlin
bald fand. Erst am 23. August 1827 wurde Crelle als Mitglied der Berliner
Akademie der Wissenschaften Kollege Humboldts und erst am 8. Novem-
ber 1828 erhielt Crelle die Stellung eines mathematischen Beraters des
preuBischen Kultusministers von Altenstein. Humboldt ist am 21. De-
zember wieder in Paris eingetroffen; Abel hat am 29. Dezember 1826
Paris verlassen. DaB er von Crelles gutem Rat keinen Gebrauch mehr
gemacht hat, ist wohl einerseits auf seine schiichterne Bescheidenheit
und zum anderen auf seine durch die Pariser Miferfolge gedriickte
Stimmung zuriickzufiihren. Er hatte den Glauben verloren, in Paris noch
irgendeinen Erfolg erringen zu konnen.

Noch ein anderer Gesichtspunkt mufBl zur Sprache kommen. Abel
hatte zwar keinen Empfehlungsbrief fiir Humboldt, aber er hatte doch
in Paris Lejeune Dirichlet kennengelernt [1], allerdings zu einer Zeit,
da Humboldt bereits nach Berlin abgereist war. Der 21-jahrige Dirichlet
hatte erst ein halbes Jahr zuvor Humboldts wirmste Unterstiitzung bei
der Berliner Akademie [8] und beim preuBischen Kultusminister [6] fiir
eine Anstellung in PreuBfen gefunden. Sollte im Gesprich zwischen den
beiden jungen Minnern nicht die Rede von Humboldts selbstloser Hilfe,
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die er Dirichlet ebenso wie jedem anderen jungen Talent angedeihen
lieB [7], gewesen sein? Das ist kaum glaublich, zumal Abel betont [1],
Dirichlet »ansaae mig for sin Landsmand«! Sollte Dirichlet, dessen
schiichtern-sympathischer Charakter vielfach bezeugt ist, dem Fach-
genossen nicht erziahlt haben, was Humboldt fiir ihn in Berlin erreichen
wollte (und auch erreicht hat) [6], ndmlich eine besoldete Privatdozentur
in PreuBen ? Wenn also Abel vorher nicht gewuf3t hat, wie wichtig Hum-
boldt fiir ihn sein kénnte und wie hilfreich dieser jedem entgegenkam,
der sich an ihn wandte [7], so sollte er es doch von Dirichlet erfahren
haben. Ein Grund mehr fir ihn, Crelles Hinweis zu nutzen und alles zu
versuchen, Humboldt noch nach dessen Ankunft in Paris, vor der
eigenen Abreise zu sprechen. Die Ursachen dafiir, da er dies nicht getan
und damit eine groBe Chance versiumt hat, liegen in erster Linie in
seinem Charakter; wir sind nicht berechtigt, ihm daraus einen Vorwurf
zu machen. Womdglich hat er, ganz von seinen eigenen Reisevorberei-
tungen in Anspruch genommen, gar keine Kenntnis mehr von Humboldts
Wiedereintreffen erhalten, weil er sich nicht nachdriicklich genug darum
bekiimmert hat. Abels Pariser Aufenhalt hat wahrhaftig unter einem
Unstern gestanden!

2. Es ist bis heute nicht geklirt, wodurch Crelle am 11. Juli 1828
veranlaBt wurde, Abel mitzuteilen, seine Versuche, fiir ihn eine Anstel-
lung in Berlin zu erlangen, seien im Moment nicht zu verwirklichen, da
ein anderer von Crelle nicht namentlich erwdahnter Mathematiker zu-
nichst versorgt werden miisse [1]. Sollte dieser »vom Himmel gefallene«
[1] Konkurrent etwa Dirichlet gewesen sein, der, natiirlich ganz un-
beabsichtigt, Crelles Pline fiir Abel storte? In einem Brief des Vor-
sitzenden der Studiendirektion der Berliner Kriegsschule, Generalmajor
Riihle von Lilienstern, an den Kultusminister Frh. von Altenstein vom
4. Juli 1828 [6] wird die Bitte ausgesprochen, Dirichlet aus Breslau
unter Fortgew#dhrung seiner Besoldung zu beurlauben, damit ihm und
einem Dr. Unger aus Erfurt als neuen Lehrern der mathematische
Unterricht an der Kriegsschule iibertragen werden koénne. Aus der
Berufung dieses Ephraim Salomon Unger (1788-1870), Direktors einer
von ihm selbst in Erfurt errichteten mathematischen Lehranstalt, ist
nichts geworden. Aber am 27. Juli 1828 hat das Kultusministerium in
Berlin, nicht zuletzt auf Betreiben Humboldts, Dirichlet (seit dem 1.
April 1827 an der Universitit Breslau, und zwar seit dem 1. April 1828
als a. o. Prof.) einen auBerordentlichen Urlaub vom 1. Oktober 1828 bis
zum 31. Juli 1829 unter Beibehaltung seiner Beziige zwecks Unterrichts-
erteilung an der Allgemeinen Kriegsschule in Berlin und mit Genehmi-
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gung, wihrend dieser Zeit an der Berliner Universitit Vorlesungen zu
halten, erteilt [6]. Die Vermutung ist also nicht ohne weiteres von der
Hand zu weisen, dafl Dirichlets, wenn auch zuniichst vorldufiger Ruf
nach Berlin Crelles Absichten fiir Abel durchkreuzt hat. Sie wird noch
dadurch verstirkt, daB Humboldt am 12. Dezember 1828 in einem
Brief an F. W. Bessel (Archiv der Deutschen Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin) Dirichlet und Abel unmittelbar hintereinander, ge-
wissermaflen in einem Atemzuge, auf folgende Weise erwahnt : »Dirichlet
wirkt schon praktisch in der Kriegsschule [...] Abel wird hoffentlich
berufen.«

3. GauB hat am 19. Mai 1829 nach Abels Tod Schumacher mitgeteilt,
daB er mit Humboldt iiber Abel gesprochen habe und daB dieser den
Wunsch gehabt hitte, alles zu tun, um Abel nach Berlin zu ziehen [2].
Da bei dem kurzen Zusammentreffen im Herbst 1826 in Gottingen zwi-
schen GauBl und Humboldt schwerlich von Abel die Rede gewesen sein
kann, so diirfte die Besprechung, auf die GauB Bezug nimmt, Ende
September 1828 in Berlin stattgefunden haben. Damals wohnte GauB
dort anléBlich der groBen Naturforscher-Versammlung bei Humboldt als
dessen personlicher Gast. Es zeigt sich auch hieran, wie grundfalsch
Abel gehandelt hat, als er, seinen anfinglichen Vorsatz aufgebend,
wiahrend seiner Studienreise GauBl und Géttingen gemieden hat. Hum-
boldt, obwohl mitten in den Vorbereitungen fiir seine russisch-sibirische
Reise (26. Marz bis 28. Dezember 1829) stehend, vergaB seine Gaufl
gegebene Zusage keineswegs. Als er etwa Anfang Dezember 1828 von
Legendre den bekannten Brief erhielt, mit dem sich Legendre so nach-
haltig und iiberzeugend fiir Abel einsetzte [5], gab er ihn sogleich an
Crelle, damit dieser ihn zu einer neuen Eingabe an den Kultusminister
benutzen konnte. Crelle hat denn auch diesen Brief in Abschrift seinem
Gesuch vom 28. Dezember 1828 beigefiigt [5].

Humboldt hat hochstwahrscheinlich Abel fiir das Polytechnische
Institut, dessen Errichtung er betrieb, vorgesehen [5], und zwar zusam-
men mit C. G. J. Jacobi (seit Ostern 1826 an der Universitit Konigsberg,
seit dem 28. November 1827 dort als a. o. Prof.). Aber Kriegsschule und
Universitdt waren vorhanden, wihrend das Polytechnikum erst ge-
griindet werden sollte. Da die Einrichtung dieser Anstalt gar nicht zu-
stande kam, kann man nur annehmen, daB die Besoldung, die Abel
als Privatdozent zunichst in Berlin erhalten sollte, auf Humboldts
Betreiben zusitzlich zu den von Dirichlet in Anspruch genommenen
Mitteln bewilligt worden ist. Aber Crelles Botschaft von der gliicklichen
Wendung der Dinge traf Abel nicht mehr unter den Lebenden. So mufBte
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denn Humboldt am Rand des Originals des genannten Legendreschen
Briefes vom November 1828 (heute in der Univ.-Bibl. Leipzig, Autogr.-
Smlg. K. K. Falkenstein) fiir spitere Leser des denkwiirdigen Doku-
ments vermerken: »Abel starb ehe seine Versezung nach Berlin zu stande
kam.«
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W. T. FisEBACK: Projective and Euclidean geometry. John Wiley &
Sons, New York, London 1962. 9+ 244 pp. sh. 57/-.

(Innholdsfortegnelse i NMT, dette hefte, s. 71.)

Denne bok behandler emner som er tradt sterkt i bakgrunnen i vare
dagers matematikk-undervisning ved de fleste universiteter: Den pro-
jektive geometri og den dypere innsikt den gir i den vanlige euklidske
geometri.

Det er flere arsaker til denne tilbakegangen: 1) Den projektive geo-
metri har sveert liten direkte praktisk anvendelse. 2) Den er noksi
»utforsket«, sa den byr ikke unge matematikere problemer de tor gi seg
i kast med. 3) De moderne teorier for vektor-rom har overtatt rollen
som disipliner som gir dypere geometrisk innsikt, skjent de gjor det pa
en helt annen mate enn den projektive geometri gjorde det.

En rekke geometriske betraktninger som gikk betydelig ut over Eu-
klid, og som bl. a. skyldtes Pappus, Kepler, Desargues, Pascal og de la
Hire, ble i begynnelsen av forrige drhundre satt i system under ledelse
av Poncelet under betegnelsen »den projektive geometri«, som godt kan
betegnes som den tids »abstrakte« matematikk. Sammen med Cantors
mengdelere og den gruppeteori som gér tilbake til Abel og Galois, danner
den den historiske bakgrunn for vare dagers aksiomatiske teorier. Den
ber derfor ikke g& helt i glemmeboken, og det er godt at vare dagers
store flom av matematiske lerebgker pa alle nivaer av og til bringer
med seg en bok som denne.

Med utgangspunkt i Euklids elementer og Hilberts aksiomsystem blir
forst en sakalt syntetisk projektivgeometri bygget opp ved innfering av
uendelig fjerne elementer. Dette er den letteste adkomstvei il de pro-
jektive betraktningsmater, fordi den bygger direkte Pa vére skolekunn-
skaper. Derpa blir projektivgeometrien gjort analytisk ved hjelp av
homogene koordinater, og man far presentert de projektive transforma-
sjoners egenskaper, samt kjeglesnittenes teori i lys av dem. Og s& be-
traktes leseren som moden for en aksiomatisk fremstilling av projektiv-
geometrien og for generaliseringen til imaginser geometri.

Til slutt blir det vist hvordan en rekke forskjellige geometrier kan

[64]
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betraktes som avleggere av den projektive. I overensstemmelse med
Felix Kleins »Erlanger Programme blir den affine, den flatetro-affine,
den formtro-affine, den euklidske (flatetro-formtro-affine) og de to ikke-
euklidske geometriene alle betraktet som invariante-teorier for forskjel-
lige undergrupper av den projektive transformasjonsgruppen, og det
blir vist hvordan man behersker alle disse geometriene ved hjelp av den
projektive.
1. Johansson

CARL-ERIK FROBERG : Lirobok ¢ numerisk analys. Svenska Bokfsrlaget/
Bonniers (Scandinavian University Books), Stockholm 1962. 4+ 277 s.
Sv. kr. 37.00, inb. sv. kr. 43.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT 10 (1962), s. 217.)

ANNA LYSEGARD: Problemsamling i numerisk analys. Lunds Student-
kérs Intressebyra, Lund 1963. 51 s. Sv. kr. 8.50.

(Innholdsfortegnelse i NMT, dette hefte, s. 73.)

Den eksplosive utvikling av de elektroniske regnemaskiner har med-
fort et sterkt oppsving i interessen for numerisk analyse, bade som
undervisningsemne ved universiteter og hegskoler og som forsknings-
omréde. Man ma vel si at elektroingenigrene har klart & holde et forsprang
p&4 matematikerne, slik at maskinenes muligheter ofte ikke er blitt or-
dentlig utnyttet. I dette kapplop gjelder det derfor & stimulere den
numeriske analyse, og en ny stimulans foreligger na i Frobergs lerebok.

Boken er en utvidet og fullstendig omarbeidet utgave av forfatterens
forelopige kompendium fra 1959. Den er et resultat av Frobergs mange-
arige erfaringer ved Lunds Universitet, og tar bl. a. sikte P4 & dekke
undervisningsbehovet ved universiteter og hggskoler. De matematiske
forutsetninger som kreves er ikke seerskilt store: et rimelig kjennskap
til analyse og til determinanter. Derimot forutsettes ikke madtriser, men
bokens »lynkurs« pa dette felt er svart konsentrert. Det samme gjelder
innferingen i lineaer operatorregning.

Froberg star selv midt oppe i arbeidet med de elektroniske regne-
maskiner, og boken har til en viss grad tatt farge av dette. En del
»klassisk« stoff fra bordmaskinenes tidsalder er forsvunnet il fordel for
metodikk og problemer som er mer aktuelle i dagens situasjon. Siden
denne situasjon er si flytende, vil det kanskje vere delte meninger om
noe av stoffvalget i boken. Beregning av funksjoner er f.eks. noksa
svakt dekket, og de fa avsnitt om feiloppskattninger er meget tynne.
Det virker av og til som om forfatteren har sett mer P4 den estetiske
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side ved en elegant metode enn pa metodens »matnyttighet« i den daglige
rutine ved et regneanlegg.

Nettopp i dette forhold ligger bokens styrke — og dens svakhet.
Froberg lever med i sitt stoff, og har i hoy grad evnen til & formidle sin
entusiasme for stoffet til leseren. Den personlige og frie stil bidrar ogsa
til & holde interessen fanget, og gjor lesningen til en forngyelse.

Men nettopp det personlige preg boken har fatt, gjor det kanskje litt
vanskelig & innpasse den som lerebok i en reguler universitets- eller hgy-
skoleundervisning. Jeg taler her av erfaring, idet vi ved Universitetet i
Bergen satte i gang véar ferste undervisning i numerisk analyse etter
nyttar 1963, og valgte & bruke Frobergs bok. Jeg har ikke selv undervist
etter boken, men deltok i planleggingen av kurset.

Hvis man sammenligner med andre lerebgker innen numerisk ana-
lyse, kan man vel si at Frobergs bok ofte krever mer av lereren og av
hans undervisning. Det er ikke en bok man gir en fersk student med
beskjed om at »dette kan du lese p4 egen hind«. Pa den annen side gir
boken den dyktige leerer store muligheter for & gjore stoffet interessant
og levende for studentene.

N3 tror jeg nok at noen av vare problemer var alminnelige begynner-
vanskeligheter som ville ha meldt seg med samme styrke ved enhver
leerebok ; numerisk analyse er nd engang et meget vanskelig stoff fra en
pedagogisk og didaktisk synsvinkel. Et ekstra problem for oss var at vi
startet undervisningen i Bergen uten en oppgavesamling som var til-
passet Frobergs bok (som selv ikke inneholder en eneste oppgave). Dette
savn ble imidlertid godt avhjulpet i lopet av varen, da Anna Lysegards
oppgavesamling utkom. Den inneholder i alt vesentlig eksamensopp-
gaver fra Lund, oppgaver som derfor — om de ikke er utarbeidet av
Froberg selv — i hvert fall er noye tilpasset hans undervisning. Oppgave-
samlingens hovedavsnitt er ngyaktig de samme som i Frobergs bok
(med unntak av Monte Carlo-metoden, men med et tillegg om nomografi).
Det er derfor noksi overraskende at leereboken ikke er nevnt i forordet
til oppgavesamlingen.

Bade lerebok og oppgavesamling foreligger i nydelig trykk, men det
er enkelte detaljer man kan kritisere i typografien. Tegnsetning i formler
er ikke helt konsekvent gjennomfert; fet null for matriser brukes bare
sporadisk; gvre og nedre indices for fete typer er selv satt i fetstil (ikke
i oppgavesamlingen); og noe system i bruken av de tre tegn ~, ~ og ~
var i hvert fall ikke jeg i stand til & oppdage.

Et forfriskende innslag i boken er de ofte treffende sitater som inn-
leder hvert kapitel. Personlig var jeg mest sjarmert av den limerick som
innleder avsnittet om numerisk kvadratur:
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There was an old fellow of Trinity
who solved the square root of infinity
but it gave him such fidgets
to count up the digits
that he chucked math and took wp divinity.

Av det jeg ovenfor har sagt om Frobergs leerebok skulle det fremgs at
den neppe vil forarsake noen masseflukt av matematikere over til teolo-
gien.

Ernst S. Selmer

JoHAN C. H. GERRETSEN: Lectures on tensor calculus and differential
geometry. P. Noordhoff, Groningen 1962. 12+ 204 pp. Cloth D.fl. 25.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT 10 (1962), s. 155.)

Det er i grunnen péfallende hvor stor forskjell det er p4 de mange
lerebgkene i differensialgeometri som er kommet de siste arene. Jeg
tenker da pa forskjell i plan og opplegg, i de mal som forfatterne setter
seg, og i de hensikter de har. For noen tiar tilbake kunne man sinn om-
trent gjette seg til innholdet i en differensialgeometri, enten det na var
Blaschke, Levi-Civita eller Eisenhart som skrev. Men sammenlikner vi
slike bgker som den av Pogorelov (Groningen 1959), Haack (Basel 1955),
og né sist Gerretsen (Groningen 1962), springer det straks i gynene at
disse forfatterne betoner sveert ulike sider ved faget, enda alle til slutt
forer fram til den samme flateteorien. Veiene de gr er meget varierte, og
det henger nettopp sammen med at de velger & begrunne sin oppbygging
s& forskjellig.

Det er nettopp i denne begrunnelsen at Gerretsen inntar et markert
standpunkt, som han gjennomferer konsekvent. Hos ham har vektor-
regningen fatt en s& framtredende plass at en nesten kan si at det spesielt
differensialgeometriske kunnskapsstoffet framstir vesentlig som anven-
delser av vektorregningen. Vektorene innferes aksiomatisk (mengde- og
gruppebegrepet forutsettes kjent). De forste 50-60 sidene gar med til
linezer algebra, linezre vektorrom, linezre operatorer osv. S& innfores
dat metriske vektorrommet, og vi merker oss at ni ferst innfores punkt-
rommet, som altsd avledes av vektorrommet. Framstillingen er noe
knapp for en leser som ikke er litt orientert i dette stoffet pa forhand,
men for den som har noen kunnskaper annet sted i fra, gir forfatteren
en klar og grei oversikt over nettopp det som er nedvendig for 4 bygge
opp differensialgeometrien slik som han gnsker.

Med et slikt opplegg folger det helt naturlig at det ikke er noen grunn
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til & begrense dimensjonstallet til 3. Derfor gjennomferes alt med det
generele dimensjonstallet n. Videre blir alle Riemannske mangfold i
denne boka ikke betraktet som selvstendige n-dimensjonale punktrom,
men forfatteren behandler dem alltid som liggende i ett eller annet line-
%rt rom av hgyere dimensjonstall med eulidsk metrikk. Et slikt syns-
punkt kan man like eller ikke like. Den spesielt Riemannske tanken om
det selvstendige krumme rommet kan bli borte for leseren pa denne
méten, men pd den annen side kan forfatterens framstilling ha store
fordeler rent geometrisk. Det er lettere a forestille seg, og man arbeider
med klare geometriske bilder istedenfor en abstrakt formalisme. Forfat-
teren har i alle fall oppnadd at boka hans blir konsekvent og sammen-
hengende fra forste til siste blad.

Et lite hjertesukk til sist: Nar vil vi oppleve at bruken av bokstaver
og symboler innenfor differensialgeometrien skal festne seg sa noenlunde ?
Med dette vil jeg ikke ha sagt noe nedsettende om forfatterens symboler.
De er greie nok.

Ottar Ytrehus

OskAR PERRON: Nichteuklidische Elementargeometrie der Hbene. B. G.
Teubner Verlagsgesellschaft, Stuttgart 1962. 134 S., 70 Fig. Leinen
DM 21.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT 10 (1962), s. 158.)

Forst blir man overrasket. Her venter man seg den vanlige abstrak-
sjonen: matematikken arbeider med begreper, disse skapes ved defini-
sjoner, grunnbegrepene kan ikke defineres, bestemmelsen av dem er bare
inneholdt implisitt i grunnsetningene = aksiomene. Derfor er det tillatt
4 knytte hvilke forestillinger som helst til grunnbegrepene, sa lenge disse
forestillingene ikke strider mot det som aksiomene sier. Dette er jo det
vanlige, og er velkjent.

Men s& mgter vi her en forfatter som bevisst bygger pa vare forestil-
linger. »Was ist ein Punkt? Definition: Ein Punkt ist genau das, was
der intelligente, aber harmlose, unverbildete Leser sich darunter vor-
stellt. — Noch einfacher ist die Definition der Ebene. Unsere Ebene ist
einfach die Schultafel oder das Blatt Papier, worauf wir die Figuren
zeichnen.« (!) Dette er neer samme standpunktet som vi star pa i den mest
elementere skoleundervisningen. Boka er da ogsa skrevet for skolefolk,
og vi ma bedemme den ut fra pedagogiske hensyn.

Hvordan lgper si dette av? Det viser seg at det gar aldeles framifra,
for na folger hos forfatteren hele aksiomsystemet, og her er han for sa
vidt stringent nok; ogsd aksiomene om anordning, aksiomet til Pasch
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(nar en linje gar inn i en trekant, ma den ogsa ga ut et sted), og aksio-
mene om maling er med. Men hele veien er synspunktet dette: at disse
aksiomene narmest virker til & rense, presisere, tydeliggjore og systema-
tisere de forestillinger som leseren allerede har pa forhdnd. En viss for-
virring i logikken kan man vel frykte for med et slikt standpunkt, men
nar leseren forutsettes 4 std der hvor forfatteren har valgt, da vil i alle
fall ikke aksiomsystemet bli et tomt skjema for ham. Som objekter for
tanken har vi stadig vare vanlige forestillinger. En skolemann kjenner
seg pd kjent og hjemlig grunn, fordi stoffet er det samme som i elemen-
teergeometrien.

Men det er velsignet & se dette stoffet ordnet og bygd opp pa en méte
som er logisk s& klar. Ta f. eks. en slik hovedpillar i byggverket som
kongruenssetningene. (Det er som kjent mulig med kongruente figurer i
den euklidske og i den ikke-euklidske geometri, men ikke i alle plan-
geometrier.) Forst definerer forfatteren hva kongruente trekanter skal
bety, uten & vite om disse overhodet er mulige, og derpéa ferer han opp,
som et serskilt aksiom, den setningen som vi pa skolen kaller for den
annen kongruenssetning.

Dette mé jo veere overraskende for skolefolk. Her innbiller vi oss at vi
beviser kongruenssetningene pé skolen, og sa kan (og mi!) en av dem
fares opp som aksiom. S& lettvint kan man altsd komme fra det. —
Men saken er jo den at hver lerer som tenker litt over det stoffet han
behandler, alltid har hatt anfektelser nar han skal begynne & flytte en
trekant bortover tavla, og legge den oppa en annen. Flytte en trekant,
hva skulle n& det veere? Flytte et begrep? Flytte en forestilling? Eller
flytte den reale trekanten med krittmolekylene ? Pa en eller annen méte
mé det naturligvis fastsldes i aksioms form at slik flytting — eller noe
som er likeverdig med det — skal veere mulig.

Mange med meg kan heller ikke like all den bretting og dreining av
planet, som vi har fatt inn i skolen. Jeg tror vi kan ha stort utbytte av
4 studere Perrons oppbygging av elementergeometrien.

S& er vi da kommet til det punktet der veiene skilles, og videre skal
vi n& g den veien som utpekes av det ikke-euklidske parallell-aksiomet.
Men like klart som at forestillingene vére er til stor hjelp under utled-
ningen av den euklidske geometri, like klart er det at de er en hindring
nar den ikke-euklidske skal bygges opp. For vare forestillinger er na en-
gang euklidske; for sa vidt mener jeg at Kant har rett: vi er av naturen
utstyrt med en Anschauungsform som er euklidsk. S& lenge vi beveger
oss pa forestillingsplanet, er den euklidske geometri den naturlige. Det
er forst nar vi gjennom abstraksjon flytter til det logiske plan at begge
geometrier blir likeverdige. Nar derfor forfatteren ensker & bygge opp
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den ikke-euklidske geometri ved en liknende framgangsmate som i
skoleundervisningen, m4 vi ustanselig gjore vold pé vére forestillinger.
Vi tegner figurer med linjaler, men vi ma stadig tenke at figurene lik-
som skal vaere annerledes enn vi ser dem, og annerledes pa en egen mate,
som leseren mé leve seg inn i.

Da matte det veere mye enklere 4 ta for seg en av de euklidske modellene
til den ikke-euklidske geometrien, f. eks. Poincaré’s halvplan. Der kan
man jo lettvint se alle ting. Men slikt betrakter Perron som juks. Det er
jo ogsa egentlig bare en spesiell del av den euklidske geometrien, hvor
man innferer nye navn, og sa hokus pokus! har man den ikke-euklidske.
Bare pa det logiske planet kan en slik framgangsmate rettferdiggjeres.
Nér né forfatteren engang har valgt & bruke forestillingene, da blir vi
ngdt til & arbeide med dem, og s& ma vi toye og vri dem. Han vil ha
fram den egentlige ikke-euklidske geometrien.

Pé slutten behandler Perron spersmalet om den ikke-euklidske geo-
metrien er motsigelsesfri, og da ma han likevel innfore euklidske model-
ler. Ved slike logiske spersmal blir det jo ngdvendig med en storre grad
av abstraksjon enn forfatteren har ensket & bruke i sin gvrige framstil-
ling.

Jeg fant noe uheldige smating. Innenfor § 13 brukes samme bokstaver
i to forskjellige betydninger pi en forvirrende mate.

Til slutt vil jeg enda en gang pa det varmeste anbefale skolefolk 4

gjore seg kjent med denne boka.
Ottar Yirehus
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OPPGAVER TIL LOSNING

Losninger av oppgavene 241-244 sendes til oppgaveredakteren, professor
R. Tambs Lyche, Matematisk Institutt, Blindern, Oslo. Slike lgsninger vil bli
trykt i et folgende hefte i den utstrekning plassen tillater, dog vanligvis bare den
beste lesning av hver oppgave. Lesninger av oppgaver i dette hefte md, for &
komme med i Bind 11, hefte 4, veere sendt innen 1. oktober 1963.

Redaksjonen er takknemlig for forslag til oppgaver. Slike forslag kan sendes
til oppgaveredakteren, helst sammen med forslagsstillerens egen lesning.

241. Bevis, at
r+r,+r,+r, =a+b+c

er ngdvendig og tilstraekkelig betingelse for, at trekant A BC er retvinklet.

Fr. Fabricius-Bjerre

242. Konstruer en trekant af en vinkel, den modstiende side samt
halveringslinien til den givne vinkel.
P. W. Karlsson

243. Genom att uppskatta

- Z G
med en integral erhalles s<1+(x+1)"1—(z+n)"1—(x+1)~2 Visa, att
en battre uppskattning ar
1+(14+2)1
s < In ot
1+ (n+x)t
Henrik Almstrom

244. En har gitt 6 punkter i planet, P;(;y,), 1=1,2,...,6, slik at
dog to eller flere kan falle sammen. Av koordinatene dannes den 6-
radede matrise M som i i-te linje har elementene

( ’L ’ zyz! yz ) x‘b’ y‘L’ ) *

Finn den innbyrdes beliggenhet av punktene P; etter som matrisen M
har rang henholdsvis 1, 2, 3, 4, 5 eller 6.
R. Tambs Lyche

[75]
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LOSNINGER

226. Givet i planen to linier o og b samt et punkt P udenfor disse.

a) Konstruer igennem P to p4 hinanden vinkelrette linier, hvis skee-
ringspunkter M og N med a og b er siledes beliggende at PM = PN.

b) Bestem beliggenheden af punktet P pa en given ret linie O, nar
PM=PN skal vere minimum eller maximum (PM L PN).

Helge Harboe

Losning: Problemet 16ses dé linjerna &r icke-parallella. Analoga kon-
struktioner kan tillimpas i det parallella fallet men flertydighet uppstar.

Valj linjernas skéirningspunkt O till origo och deras riktningar n,
och m, (enhetsvektorer) si att P:s ortsvektor rp=«-n,+f-n, dir «,
f>0 och s& att n, och m; i ndmnd ordning definiera vanlig positiv vrid-
ningsriktning. Da n; och n, salunda fixerats betecknas omradet &, > 0
med Q.

a) Infor

Ny X Ny

ny X ny

Da fas (se fig.) O7W=t1n1 och O?V:tzn2 ur villkoret PN=PM och
PN L PM som kan skrivas

NP = rp—tm, = 2x (rp—tm) = 2x MP
dvs

(1) Tp+ PpX2 =0, + N X2,

Eftersom rp x z endast innebér en vridning 90° i negativ riktning av rp
(analogt for m; x2) si konstrueras vénsterledet enkelt. Om m,-n,=0
tas ¢; och ¢, genom uppdelning av »,+rp x 2 efter riktningarna n, och
n; x z (se fig.). Hirmed ha punkterna M (Obs. att NM'=0M) och N
konstruerats. Om n;-n,=0 fas ur (1) det nédvindiga villkoret 75 || n, +n,

dvs bisektrisriktningen vilket elementéra fall ej vidare behandlas.

b) Det giller med ovanstéende beteckningar att NP =rp—tm, dir
tznz‘i_enkelt konstrueras sasom beskrivits under a). Eftersom enl. (1)

poo (rp+1px2)
e =
nyny,

—_—
inses att om rp dr av formen rp=a+ b si har NP samma form. Varje
punkt pa en rit linje i Q avbildas alltsd enentydigt pa ett samman-

héingande segment av en rit linje i det givna systemet (NP avsittes
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alltsd som ortsvektor fran O). Detta segment konstrueras enligt ovan
angivna principer. (Man méste med denna metod halla sig inom £
och s& snart man gar utanfor 2 omdefiniera n, och n,. Detta ger upphov

till de omtalade segmenten.) Infinum och supremum av |NP| fis nu
direkt ur avbildningen och motsvarande P i 2 genom en parallellfor-
flyttning.

Torsten Strom

231. En kvadrat skall delas i tre ritliniga figurer s&, att de i dessa
inskrivna cirklarna blir lika stora.
A. V. Peljo

0,

a

N
A M B

Losning: I kvadratet ABCD finner vi midtpunktet M av siden AB

N
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(=a) og reiser der en normal MO = }a. Delingslinjene for kvadratet blir
OM, OC og OD, og radien i de innskrevne sirkler blir }a.

(Med delingslinjer fra ett av hjgrnene i kvadratet kan en nok ogsi
f4 like innskrevne sirkler, men de kan bare bestemmes ved en ligning
av 4. grad.)

Johs. Lohne
Ogsé lost av A. de Leeuw van Weenen.

232. Vis geometrisk at

n n 3 n 2
3 3k = 4(2k> -<2k> .
k=1 i=1 =1

Gunnbjorg Gismarvik

Losning: Et kvadrat med side n(n+ 1) bygges gradvis opp av rekt-
angler. I hver omgang tas 4 rektangler med areal k® (bredde k og lengde
k%), k=1,2,...,n. Derav (NMT 4 (1956), s. 86) far vi arealformelen

n n 2
43713 = [n(n+1)] = 4(270) .
k=1

k=1

En kubus bygges opp analogt, i hver omgang av 6 kvadratiske plater
med volum k° (tykkelse k og side %?). Dessuten trenges na en terning %3
i hvert av to diametralt motsatte hjgrner. Volumformelen blir

6 3k +2 3k = [n(n+1)3,
k=1 k=1

s

hvorav satsen.

Johs. Lohne
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234. Antag {3f(t)dt konvergent samt f(x) 20 fér 22 0. Visa att

z

1

g@) ==\
Ve

ar begriansad for alla 2> 0.

Torsten Strom

Losning: Anvendes Schwarz’ ulighed pa de reelle funktioner 1 og
1(0), fas

x 2

S1- fydt) = §1Zdt- S(f(t))%lt .

0 0

@

Da f(t) er reel, fas
S(f(t))zolt < \ (ft))2at,
d.v.s. ’

lg@)| < ViS(F@)2dt (x = 0),

der, da integralet forudsattes at eksistere, udsiger, at g(x) er begrenset.
Forudseetningen f(x) =0 kan altsd svekkes til: f(z) reel.

P. W. Karlsson
Ogsé lost av A. de Leeuw van Weenen.
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SUMMARY IN ENGLISH

Hararp BERGSTROM: A definition of the exponential function. (Swedish.)
The exponential function is introduced as

x n

expx = lim <1—|——> .

n—>+00 n

The existence of this limit, and the rules of multiplication and differentiation
of exponential funections, can then be settled by means of elementary inequalities.
The method also applies to complex exponents.

Kay PiENE: The education of teachers of mathematics. (Norwegian.)

With particular emphasis on secondary school teachers, the author discusses
how to educate ‘‘good” teachers of mathematics. The following four aspects are
considered: General education, academic training, pedagogical training and
‘“personality’’.

Hawxs RieseL: On divisibility rules. (Swedish.)

The author extends the well known ¢1001-rule” for divisibility by 7, 11 or
13 to other moduli of the form I-10™ +n with small values of I, m and n.

Kurt-R. BiIERMANN: N. H. Abel and Alexander von Humboldt. (German.)

The author discusses the relations between Abel and von Humboldt, and
between Abel and Dirichles. In particular, several reasons are pointed out why
Abel did not meet von Humboldt during Abel’s stay in Paris 1826. It is made
probable that Dirichlet’s appointment protracted the call of Abel to Berlin.
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