NYE VEIER I SKOLEMATEMATIKKEN

KAY PIENE

Som omtalt pa kronikk-plass i forrige hefte av NMT, ble det i slutten
av 1959 arrangert et OEEC-seminar, »New thinking in mathematics
education¢, i Royaumont utenfor Paris. P4 motet droftet en inngéende
de gnskelige reformer i skolematematikken.

Det nedenstiende referat av dreftelsene er basert pa den offisielle
rapport. Bare unntaksvis blir det nevnt personnavn. Faktisk deltok de
aller fleste av de halvt hundre deltakere i debatten, og det kunne ofte
veere tilfeldig hvem som uttalte det eller det.

I kronikken i forrige hefte ble ogsa gjengitt professor Marshall Stone’s
apningstale, samt den resolusjon som seminaret vedtok. Talen og reso-
lusjonen kan med fordel leses som henholdsvis innledning til og avslut-
ning pa referatet nedenfor.

Professor Stone’s tale skisserer bakgrunnen for de reformkrav som
stadig sterkere gjor seg gjeldende overfor matematikkundervisningen.
Det var et vesentlig formal for seminaret &4 se pa gnskelige reformer i
hver enkelt disiplin som skolematematikken kan deles opp i. Resultatet
var:

Regning. Ikke liten tid ble vidd disiplinen regning. Det ble bl. a. de-
monstrert et undervisningsmateriale med fargete stenger og kuber som
etter manges mening har bidradd i hey grad til 4 effektivisere den begyn-
nende regneundervisning (Cuisenaire-systemet). Mange deltakere var
likevel noe skeptiske overfor materialet. En mé ikke erstatte regningen
med en modell.

A lmre regning mé ikke bety utenatlert oppramsing av fakta og
operasjoner. Det ma bli resultat av en forstielse som skriver seg fra opp-
dagelser og ledete eksperimenter med fysiske gjenstander. En skal fram til
en mengde kalt tall. En ma altsa bruke ideer som mengde, undermengde,
avbildning og korrespondanse. Selv om disse navn selvsagt ikke inngar i
undervisningen, mé spraket som brukes vere korrekt, likesd begrepene.
Ut fra forstielsen av systemet med enere, tiere, hundrer osv. pa faste
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plasser, og med intuitiv bruk av de vanlige lover om kommutativitet,
assosiativitet og distributivitet, kan en systematisk utvikle operasjonene
for de hele tall, slik at de ikke fremstar som en samling tricks.

Barn m4 lzre & regne med letthet og ngyaktighet, slik som det forlanges
av voksne i det daglige liv. Derfor kan unedig kompliserte oppgaver
elimineres. Istedenfor kan vi — spesielt for mer begavete barn — innfgre
tallspill og studium av tallrelasjoner som kan utnyttes siden i matema-
tikkundervisningen. Eksempler pa slik virksomhet er tallfglger, enkle
setninger om primtall og faktorisering, lgsningen til axz—by=0 eller
ar—by=1, og studiet av addisjons- og multiplikasjonstabellen som
transformasjoner. Slike videregdende studier mé foretas under veiled-
ning av en lerer som forstar alle de matematiske prosesser som inngér.
Generalisasjoner i regning kan tjene som introduksjon til algebra for det
formelle studium av denne disiplin er begynt.

Generelt var det enighet om at det skal undervises i regning slik at det
forer til et matematisk system, idet en understreker de vanlige lover, og
den rolle 0 og 1 spiller. Vi m& undervise slik at vi bygger for det som
kommer siden, og i grunnskolen gjor vi dette implisitt, ikke eksplisitt.

Ogsa andre problemer i regneundervisningen ble nevnt, men det her-
sket 4&penbart pa flere punkter en viss usikkerhet. Likevel syntes alle &
veere enige om at en mé kunne komme noe lenger i grunnskolens regne-
undervisning enn en gjer idag, og dermed gjore det mulig & skaffe plass
her til visse elementeere matematiske begreper og operasjoner.

Algebra. Malet méa vere 4 legge om undervisningen slik at en nar til
de sakalte algebraiske strukturer. Ellers ma vi begynne med en rent
uformell utvikling av algebraiske begreper, og derfra gi fram til emnets
mer formelle abstrakte sider. Forst ma vi utvikle grunnbegrep som ut-
trykk, ligning (likhet), mengde, inklusjon og de symboler som blir brukt
nar en arbeider med disse ideene. Pa et hgyere trinn kan vi behandle de
ulike tallsystem, idet en merker seg de egenskaper som utmerker en
gruppe, en ring, et legeme (kropp), uten & foreta et aksiomatisk studium
av disse strukturer. Her kan vi ogsa innfere relasjoner, funksjoner, lgs-
ningssett (som mengder), og utvide de formelle operasjoner fra den farste
uformelle algebraundervisning. Som sluttsten pa dette trinnet kan en
utvikle det komplekse tall som et ordnet tallpar, studere polynomer som
forer til en polynomring, vektorrom i 2 og 3 dimensjoner, elementzer
lineser algebra og matriser.

En vil p4 denne maten prove & fa elevene til & forstd at og hvordan
algebraen kan nyttes i analysen og hvilke praktiske anvendelser den har,
men samtidig vil en gi et grunnlag for dem som siden skal studere abstrakt
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algebra eller fysikk eller samfunnsfag ved universitetet. En vil fylle
klgften mellom klassisk algebra slik den n& undervises i skolen, og de
nye universitetspensa i faget.

Ikke alle land vil g& like langt i & bruke nye symbolismer i algebraen,
men visse symboler bgr sikkert bli brukt alt fra begynnelsen av: e
(tilhgrer), < (inklusjon), N (snitt), U (union) og = (implikasjon). Sym-
bolene A (konjunksjon), v (disjunksjon) og <= (hvis og bare hvis) er ogsa
gnskelige. Symbolene ~ (negasjon), ( (komplement), 4 —B (differens),
V, (for alle z) og 3, (for noen, eller det eksisterer) mé inn i de gverste
klasser. Symbolene {a, b, ...} og @ (nullmengden) mé innfores.

I grafisk fremstilling ma det bli forandringer. En mé bl. a. trekke inn
punkt- og trappediagrammer, og overhodet legge mer vekt pa bruk av
diagrammer, bl. a. til tilnsermet bestemmelse av rotter i en ligning, og
til studium av kurver som er gitt pa parameterform.

De variable betraktes (gjennom utsagn eller uttrykk) som »plass-
holdere« som kan bli erstattet av vilkarlige elementer innen et visst om-
ride (domain). En funksjon er en spesiell relasjon som er entydig (ikke
nodvendigvis reversibel) og som kan betraktes som en avbildning, som
en undermengde av ordnete par fra et kartesisk produkt, eller som en
regel (. eks. som et trippel (a, b, f), der f velger ut den b som skal here til
en a). P4 et hgyere trinn kan vi innfgre elliptisk sprakbruk; med den
kvadratiske funksjon 22 mener vi da mengden {(z, y) | y=22, « reell.}

Som geometrien mé algebraen begynne med intuitive ideer, sd bruke
deduksjoner basert pa tidligere aksepterte begreper, og til slutt innfore
en aksiomatisk utvikling av en algebraisk struktur (f. eks. de positive
og negative hele tall eller de rasjonale tall).

For 4 greie alt dette ma vi eliminere mye som er med i dagens lesepla-
ner, {. eks. forenkling av kompliserte og kunstferdige algebraiske uttrykk;
faktorisering av innviklete polynomer; mye av ligningsteorien, bl. a.
spesielle lgsningsméater for ligninger (unntatt lineere og kvadratiske);
det meste av logaritmeregningen; og studiet av determinanter (unntatt
i forbindelse med matriser). Den kvadratiske funksjon er viktig, men en
ber ikke, som ofte né skjer, ofre for mye tid pa de forskjellige metoder til
4 lgse en annengradsligning.

Det vil naturligvis veere delte meninger om hvor langt en skal g.
Ikke alle vil godta bruken av {x|z+5=0} som lgsningsmengden til
x+5=0. Nar en utvikler tallsystemet vil ikke alle godta bruk av karte-
siske produkter eller oppdeling av en mengde ved hjelp av en ekvivalens-
relasjon, men vil enske & g fra de naturlige tall direkte til de reelle p&
intuitiv-geometrisk basis. Hvordan en skal innfgre reglen for produktet
(—a)(—b): ved fysiske eller geometriske analogier, eller ved deduksjon

b*
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fra kjente lover, er dpent for debatt. Noen vil enske & presentere en
aksiomatisk struktur ved & utvikle en Boole’sk algebra. Andre vil unnga
dette i den hgyere skole. Det er et ulgst problem hvordan en vil utvikle
de reelle tall.

Det vesentlige er imidlertid at nar det gjaldt algebraen var det igrun-
nen ingen eller sma meningsulikheter pa seminaret.

Geometri. Professor Dieudonné (Paris) presenterte et geometriprogram
basert helt pa vektorer og et vektorrom i to dimensjoner. Dette elimine-
rer Euklids geometri slik vi kjenner den. Detaljer i programmet mé bli
gjenstand for senere diskusjon. Forsamlingen syntes & mene at Dieu-
donné gikk for vidt, men fant at den vanlige Euklid-fremstilling kan
beskjzres og modifiseres, likesom gymnasgeometrien kan reformeres i
mer algebraisk retning og med anvendelse av vektorer.

I dag spiller trekanten og dens kongruensegenskaper en sentral rolle
i geometrien. Disse egenskaper gjor det mulig & foreta en enkel innfgring
i det deduktive bevis slik at en forstar dets natur. Hvis vi vil utvikle
slike bevis i algebraen s& vel som i geometrien, kan vi gradvis minske
trekantens betydning og isteden understreke begrepet isometriske (av-
standsbevarende) transformasjoner. ,

I et eget foredrag (dr. Botsch) ble det lagt fram en leseplan bygd pa
Felix Klein’s Erlanger-program om invarianter i transformasjonsgrup-
per. Opplegget er dynamisk. En starter med fysisk geometri, som klip-
ping, strekning, rotasjon, papirfolding o.1. Hermed kommer de forste
ideer om transformasjon inn. S& forer et semi-formelt studium av geo-
metriske konstruksjoner som refleksjoner, rotasjoner og translasjoner til
bevarelsen av metriske egenskaper under slike transformasjoner. Idet en
s bruker de egenskaper som na er utledet, som postulater, er det mulig
hurtig og lett & bevise mange setninger i den vanlige Euklidiske geometri.
— Translasjoner i planet og i rommet leder til studiet av vektorer
(+, —, multiplikasjon med en skalar og skalar multiplikasjon). En annen
affinitet for figurer er »strekning¢, som leder til homotetiske transforma-
sjoner og studiet av likedannethet.

Man var enige om at hva enten man folger det ene eller det andre pro-
gram, ber det fra 11- til 13-arsalderen vere et intuitivt-fysikalsk studium
av geometriens elementer. Fra 13- til 15-arsalderen md deduksjonen inn
i geometrien. For alderstrinnet 15-18 ar ma det utvikles en eller annen
spesiell aksiomatisk struktur. Den gradvise overgang fra fysisk realitet
til formal abstraksjon, blottet for virkelighet, ber vere fullfort for elevene
er kommet til universitetet.

Den Hilbert-ske vei til Euklid ble for gymnasiaster helt tatt bort fra
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reformprogrammet. Det ble foreslatt et modifisert sett av aksiomer
(inklusive de reelle tall) som ferer til koordinatgeometri, og dette ble
godtatt som et mulig skritt til forbedring av geometriplanen. Et system
med 5 aksiomer for koordinatgeometrien ble foreslatt av Choquet (Paris)
som basis for eventuell eksperimentering. Han innrgmmet imidlertid at
det var en vanske nar det gjaldt begrepet rett vinkel og Euklids plan. —
Artins bok »Geometric algebra« ble nevnt som en kilde til utvikling av
eksperimentell-aksiomatiske systemer for geometriundervisningen i den
hoyere skole.

Som alt nevnt var nok meningene under geometridiskusjonen noe
delte, men jeg tror en ma si at de foreslatte reformtanker avgjort vant
tilslutning. Det vesentlige punkt i hele diskusjonen var at enten de reelle
tall eller et vektoropplegg vil kunne forene algebra og geometri, og
séledes gi storre enhet og styrke til matematikkleseplanen. Eksperimen-
ter i denne retning mé oppmuntres.

Analyse. Den delen av gymnasundervisningen som kalles analyse er
ikke klart definert. Den kan imidlertid grovt betegnes som den utvidelse
-av algebra og geometri som behandler absolutte verdier, grenser, diffe-
rensiering, integrering og koordinatgeometri. (Koordinatgeometrien bru-
ker, i motsetning til grafisk algebra hvor skalaene kan veere forskjellige,
samme skala pa begge akser og bevarer derfor avstanden.)

P& gymnastrinnet er det ikke alltid lett & vaere eksakt, men det som
gjores skal vare korrekt. Hvis det fins huller i et bevis, skal eleven bli
gjort oppmerksom pé disse hullene.

Pa dette trinn i skolegangen ber elevene ha noen matematisk moden-
het og kunne erkjenne forskjellen mellom intuitive og geometriske illu-
strasjoner i motsetning til bevis for en setning. Den rent tekniske, mani-
pulative differensiering og integrering mé stottes opp med virkelig
forstaelse av de prosesser som ligger bak. Flere eksempler p4 grense-
overganger ble vist med metoder som var mindre rigorgse enn &-6—

sinx
metoden, f. eks. for lim —— nar « gir mot 0.
z

Kurset i analyse kan godt begynne med et intenst studium av funk-
sjoner — hele og rasjonale algebraiske, eksponensielle og logaritmiske,
trigonometriske og inverse funksjoner, og kanskje hyperbolske funk-
sjoner. Differensiering og integrering ber innferes samtidig, og middel-
verdisetningen kan spille en stor rolle i utviklingen av den hgyere mate-
matikk. Koordinatgeometrien ber vesentlig befatte seg med parabler,
ellipser og hyperbler, med eller uten bruk av infinitesimalregning.

En kan nok bruke ordensrelasjonen i en ordnet kropp og topologisk
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behandling av omegner til utvikling av kontinuitetsbegrepet, men det
hersket noen tvil om en slik behandlingsméte. Et intuitivt begrep, pas-
sende matematisert, syntes helt tilfredsstillende pa gymnasnivd. Dette
ble sarlig understreket under behandlingen av eksponensial- og loga-
ritmefunksjonen.

Mens den begrepsmessige side av analysen ble trukket fram og poeng-
tert, var det ogsd klart at en viss grad av manipulativ ferdighet var
gnskelig, spesielt for de som skal inn i teknikk og anvendt matematikk.

Forskjellige synspunkter gjorde seg gjeldende i debatten om analysen,
men det kan ikke tales om noen bestemt tendens i disse. Generelt fant
en at en slik en definerer analysen, er det sarlig ngdvendig & ta med en
mer skarpt definert begrepsmessig struktur.

Sannsynlighetsregning og statistisk induksjon. Dette er et nytt under-
visningsomrdde som anbefales for den hoyere skole; spesielt gjelder det
statistisk induksjon. Mens sannsynlighetsbegrepet, bygd pi a priori-
betraktninger av antall mulige kombinasjoner (og permutasjoner), alltid
har veert med i skolealgebraen i de fleste land, s& er bruken av a poste-
riori-betraktninger fra eksperimenter og bruk av konfidens-intervaller
noe nytt. Det er ogsd mulighet for & behandle sannsynlighetsregningen
ut fra begrepene mengde, mengdefunksjoner og sampel rom, slik at en
igjen kan f& utviklet den moderne symbolisme og tenkning som er grunn-
laget for alle matematiske disipliner.

Emnet sannsynlighetsregning og statistikk ma bli et nedvendig tillegg
til den heyere skoles matematikkpensum. Det var ingen uenighet om
hvordan emnet skal presenteres. En mé& ta med permutasjoner, kombi-
nasjoner, lovene for sannsynlighet, binomialfordelingen, og statistisk in-
duksjon. En kan gi videre og ta med korrelasjon, normalfordeling og
stokastiske prosesser. Det anbefales sterkt at alle land far i stand og
eksperimenterer med kurser i disse emner, slik at de kan bli en fast del
av den hgyere skoles matematikkpensum.

Ikke alle seminarets deltakere syntes & veere like godt orientert om
sannsynlighetsregning og statistikk, men det kom ikke fram noen inn-
legg som gikk imot innfering av disse disipliner.

Konklusjon. En reform av matematikkundervisningen ma understreke
en endring i dens formél, nemlig at oppbygning, struktur og forstielse
er viktigere enn manipulative ferdigheter, selv om disse ma veere skikkelig
utviklet. En annen endring gjelder bruken av ideer, symboler og sprik,
som til n4 ikke har vert med i den hoyere skoles matematikk-plan. Vi
mé ogsd gjennomfore en annen organisasjon og behandling av de enkelte
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grener, slik at hver er knyttet til de andre s& det skapes en bedre for-
staelse og en mer felles bakgrunn for fortsatt studium og anvendelser
av matematikken.

Hvert land vil pa egen méte gjennomfere sine reformer, innfeore nytt
materiale, organisere leseplaner eller eksperimentere med ulike mulige
pensa. Det mé& veere kanaler for kommunisering av resultatene av disse
eksperimenter mellom alle land, for & stimulere nye ideer. Formalet for
alle disse programmer, som implisitt er gitt i de reformer en er blitt enig
om ovenfor, er dobbelt:

1° A sikre en viss matematisk kompetanse og et kunnskapsniva som
er nodvendig for fortsatte universitetsstudier; og

2° A gi alle elever et verktgy til bruk i det daglige liv, s& vel som til
tolkning av det som foregar i dagens vitenskapelige verden.

Nar en ser pd de navaerende pensa, mé reformforslagene fra seminaret
sies & bety ganske drastiske endringer. Hvis det blir gjort forandringer i
lopet av 60-arene vil det bli de ferste pa over 100 ar, og alt taler for at
de allerede er forsinket for lenge siden. Hvordan en skal {4 denne reform
i stand ved evolusjon (ikke revolusjon) er var neste oppgave.




CAUCHY’S ULIGHED I TERMODYNAMISK BELYSNING

MOGENS PIHL

N legemer med uforanderlige rumfang har de absolutte temperaturer
Ty, Ty, ..., Ty, der jo er positive, og de konstante, ligeledes positive
varmekapaciteter cq, ¢y, . . ., Cy.

Ivaerksettes varmeledende forbindelse mellem legemerne, vil der slutte-
lig indtrede en ligeveegtstilstand, i hvilken alle legemerne har den samme
absolutte temperatur 7', der ifolge energiswiningen er bestemt ved

Zci(T_Tz') =0
ZciTi
2‘%‘ )

(Her og i alle folgende summationer skal ¢ lobe fra 1 til N.)
Ved denne proces er den samlede entropiendring

eller

(1) T =

T
c;dT
2 20
@) S iz,
Ty
hvor lighedstegnet kun geelder for 7', =T,=... =T, (=T).

Af (2) fas . =
In7-3e¢,— Xe,InT, 20,

der ved omformning og benyttelse af (1) kan bringes pa formen

(01T1+62T2+ e +cNTN>01+Cz+...+c_N

z2 Tl Ty,
Cit+Cy+ ... +cey v N

(3)
Dette er en velkendt generalisation af Cauchy’s ulighed mellem det

aritmetiske og geometriske middel:

Ti+Ty+...+T Neorooo
1t 2} + N> VT, T, ... Ty.

[72]
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Uligheden (3) kan yderligere generaliseres: Hvis energifunktionerne af
N legemer med uforanderlige rumfang er E,(T), Eo(T), ..., Ex(T), hvor
T>0 og differentialkvotienterne E(T), Eo(T), ..., Ey(T) er positive,

er for et vilkarligt seet temperaturer 7'y, 7', . .., Ty entropisendringen
z E(T)dT

(4) =020,
T;

hvor T som foran er bestemt ved energisetningen, der her antager formen
®) 2 (BAT)-B(T)) = 0.

Lighedstegnet gelder som for kun for 7', =T,=...=Ty (=T).

Tilliden til entropisetningens almengyldighed er sa stor, at man af
fysiske grunde méa forvente, at uligheden (4) er opfyldt for wilkdrlige
funktioner E,(T) med positive differentialkvotienter. Det er imidlertid
ogsé let at give et direkte matematisk bevis herfor.

Vi betragter fglgende funktion af 0:

§Mﬂkwﬂﬂ.

T2
Ty

Da E,(T) er voksende, er integranden negativ for 7'>7T;, men positiv
for T'< T';. Vi har derfor

aT =0

S BT — BT
© { £d7) =B

L2 T2
T;

for alle 6, og lighedstegnet geelder kun for 6=1T,.
Af (6) fas ved delvis integration

BTy - By0)  { E(T)aT
0 P T =

hvoraf ved summation

Z(Ei(Tg)— )_}_2\ )dT >0.1

2

Dette forer straks til uligheden (4), nar 6 settes lig det ved (5) bestemte 7.

1 T termodynamisk belysning er dette setningen om, at den samlede entropisendring
af de N legemer og et varmereservoir af temperaturen 6, hvormed de bringes i varmele-
dende forbindelse, er storre end eller lig med 0.
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Ovenstaende bevis indeholder specielt et meget elementeert bevis for
Cauchy’s ulighed. For at tydeliggere, hvor kort og enkelt dette bevis er,
gengives det nedenfor, frigjort fra de mere omfattende betragtninger?.

Man ser umiddelbart, at
[’]

S e dT S0

Ty
for alle 6 (med lighed kun, nar 0=17,). Integration giver
7 L mTiso
= =1=In—2
(7 - Lz,
der ogsd direkte folger af, at kurven y=Inz ligger under sin tangent i
(1,0). Af (7) fas
2 (T,—06) ! T.Ty... Ty
—In
] 0N

=20,

som med NO= 2T, straks forer til Cauchy’s ulighed.

1 Det er i realiteten, som meddelt mig af Berge Jessen, identisk med et bevis af
F. Riesz i artiklen: Sur les valeurs moyennes des fonctions. Journ. of the London Math.
Soc. 5 (1930), pp. 120-121.




ETT ELEMENTART LOSBART FALL
AV TREKROPPARPROBLEMET

HANS RIESEL

Det har hittills inte lyckats att bestimma den allménna losningen till
det s. k. trekropparproblemet. Problemet innebdr att beskriva rorelsen
hos ett mekaniskt system bestdende av 3 punktmassor, som inte paverkas
av andra krafter dn de omsesidiga attraktionskrafterna mellan massorna
enligt Newtons gravitationslag. Nagra 16sningar till problemet &ro emel-
lertid kéinda. En av dessa, som gar tillbaka p4 Lagrange, skola vi hér-
leda med elementéra metoder.

Vi borja med att rekapitulera nagra satser ur den elementdra mekani-
ken. Vi studera i det f6ljande system av punktmassor, som rora sig i ett
koordinatsystem utan inverkan av yttre krafter. Da géller:

1. Det dr ingen inskréinkning att antaga, att massystemets tyngdpunkt
befinner sig i vila i origo. Om detta inte &r fallet, kan man némligen enligt
lagen om tyngdpunktens rorelse dstadkomma detta i ett annat, limpligare
valt inertialsystem.

2. Den gemensamma tyngdpunkten till ett antal punktmassor m,
placerade i punkterna r,, beréiknas i parallellkoordinatsystem enligt
formeln

T = _A_VJ m;Ty
2 mg
Hér och i det foljande betecknar typen r en vektor. r skall beteckna
storleken (absoluta beloppet) av vektorn r.

3. Om tva partiklar med massorna m,; och m,, beligna pa avstandet
d, attrahera varandra med en kraft k av storleken

k = mymyf(d),

och om E ir riktad lings sammanbindningslinjen mellan m; och m,,
sdger man, att varje massa omgives av ett kraftfilt. I vektorframstall-
ning dr kraftfaltet F(r) i punkten r givet av uttrycket

F(r) = —mf(r)=,

[75]



76 HANS RIESEL

om massan m #r placerad i origo. Funktionen f(d) kan hir viljas god-
tyckligt; i fallet med Newtons gravitationslag ar

ORES

dir y dr gravitationskonstanten.

4. Rotation av ett plant massystem kring en axel genom origo och
vinkelrit mot systemets plan ger upphov till ett kraftfilt, som i en
punkt » i planet &ar

F(r) = w?r,
om o #r (den konstanta) vinkelhastigheten vid rotationen.

Vi 6vergd nu till att studera tvakropparproblemet. Lat tva partiklar
med massorna m; och m, ligga pa z-axeln med massystemets tyngdpunkt
i nollpunkten. Avstindet mellan m, och m, dr d. Enligt fig. 1 giller fol-

m1 E T .Fz MQ
. > o —€ e >
O ~
Mo m,
my + My my + My
Fig. 1

jande: Massan m; attraheras mot origo av ett filt F, av storleken m,f(d),
och m, attraheras mot origo av ett filt F, av storleken m, f(d). Man ser
hir, att faltstyrkorna F, och F,, som paverka de bigge partiklarna, iro
direkt proportionella mot partiklarnas avstand till systemets tyngdpunkt.
Eftersom en rotation kring tyngdpunkten ger upphov till ett kraftfilt
av samma slag, men med rakt motsatt riktning, dr det alltid méojligt att
balansera ut attraktionskraften mellan massorna med en rotation med
lampligt vald rotationshastighet. Pa detta sitt inser man, att tvakrop-
parproblemet har 16sningar, dir de bada massorna rotera kring den
gemensamma tyngdpunkten.

Vi kunna forsoka finna l6sningar till trekropparproblemet pa liknande
sitt. Det forsta problemet &r ddrvid foljande: Hur skola 3 massor,
m, my och m,, som bilda en egentlig triangel, placeras, fér att m, och
my skola attrahera m mot systemets tyngdpunkt? I ett snedvinkligt
koordinatsystem (se fig. 2) finner man, att kraftfiltet i origo, skrivet i

komponentform, blir
F = {m,f(dy), myf(dy)} .
Systemets tyngdpunkt ar

m.d mod
T — 1% P2

m+my+my m+mg+my)
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@ ° T
0 (@.0)
Fig. 2

Dessa vektorer ha samma riktning om, och endast om motsvarande vek-
torkomponenter dro proportionella, vilket ger

f(dy) _ f(dy)

dy dy

I hindelse f(d)/d &r en monoton funktion av d, vilket giller for t. ex.
Newtons gravitationslag, medfsr denna ekvation, att d,=d,. Triangeln
méste diarfor vara likbent for att massan m skall attraheras mot systemets
tyngdpunkt av de bada andra massorna. For att var och en av de 3
massorna skall attraheras mot systemets tyngdpunkt av de bada &ter-
staende, fordras dirfor, att triangeln &r liksidig. Om de 3 massorna &
andra sidan dro placerade i hornen av en liksidig triangel, dr detta villkor
tydligen uppfyllt, oberoende av massornas inbdrdes storlekar.

Lat oss atervinda till vektorerna F och T i fig. 2. Om d; =d,=d, kan
man skriva £(d)

F = (m+m1+m2)—d—T .

Eftersom detta uttryck ar symmetriskt i m, m; och m,, ser man, att den
filtstyrka F, som attraherar en viss massa, dr direkt proportionell mot
avstandet fran systemets tyngdpunkt till denna massa, om de 3 massorna
aro horn i en liksidig triangel. Aven i detta fall kan darfor massornas
attraktion mot den gemensamma tyngdpunkten kompenseras av en
lampligt vald rotation kring denna. En 16sning till trekropparproblemet
ar darfor, att de 3 kropparna bilda en liksidig triangel av konstant stor-
lek, som roterar kring en axel genom massystemets tyngdpunkt, vinkelrét
mot triangelns plan.

Utgéende fran den allménna 16sningen till tvakropparproblemet kunna
ytterligare 16sningar till trekropparproblemet erhéllas. Den allménna



78 HANS RIESEL

18sningen till tvakropparproblemet ér, som bekant, att de bada massorna
rora sig pd likstdllda kigelsnitt kring systemets tyngdpunkt, som &r
brénnpunkt till kégelsnitten. Da savil tvakropparproblemet som tre-
kropparproblemet f6r fallet att de 3 massorna bilda en liksidig triangel,
kunna beskrivas déirigenom, att massorna attraheras mot den gemen-
samma tyngdpunkten av ett kraftfilt, vars styrka ér direkt proportionell
mot avstindet till denna, fir man féljande 16sning till trekropparproble-
met: De 3 massorna kunna réra sig pa likstillda kégelsnitt kring syste-
mets tyngdpunkt, som &r bréinnpunkt till kiigelsnitten. Detta ir m&jligt,
om massorna vid ndgot tillfalle bilda en liksidig triangel, och d& ha
lampligt avpassade hastigheter. Massorna komma ds alltid att bilda en
liksidig triangel av i allméinhet variabel storlek. Denna triangel, som
ligger i ett fixt plan, roterar kring en axel genom massystemets tyngd-
punkt, vinkelrit mot triangelns plan. Detta &r den av Lagrange givna
16sningen till trekropparproblemet.

Aven ett annat, mera speciellt fall av trekropparproblemet kan be-
handlas elementéirt med liknande metoder, om man utgar frin motsva-
rande fall vid tvakropparproblemet. Om man i fig. 1 inte later mass-
systemet rotera, komma de bada massorna att réra sig mot origo, for att
slutligen kollidera dér. Aven i detta fall dro de bade partiklarnas rérelser
likstéillda med avseende p4 systemets tyngdpunkt. Detta resultat kan
omedelbart Sverforas pa trekropparproblemet. Om man inte har rota-
tion, och fran vila frislipper 3 punktmassor, som bilda en liksidig tri-
angel, komma massorna att accelereras mot systemets tyngdpunkt. De
utféra hérvid likstillda rorelser med tyngdpunkten som likstéllighets-
centrum. Massorna komma dirfér att rora sig si, att de stéindigt bilda
en liksidig triangel, fér att slutligen kollidera i tyngdpunkten.

Slutligen vilja vi papeka foljande: Var hirledning med hjilp av fig. 2
kan lika vil utféras i ett 3-dimensionellt parallellkoordinatsystem med
4 masspunkter. Man finner da, att nsdviindiga och tillrdckliga villkoret
f6r att 4 massor skola attrahera varandra mot den gemensamma tyngd-
punkten &r, att de utgora hornen i en regelbunden tetraeder (forutsatt,
att massorna bilda en egentlig tetraeder). Aven i detta fall kommer varje
massa att attraheras mot den gemensamma tyngdpunkten av ett falt,
som #r direkt proportionellt mot massans avstand fran tyngdpunkten.
Om ingen rotation fsrekommer och massorna frislippas fran vila, komma,
de stéindigt att bilda en regelbunden tetraeder, tills de kollidera i mass-
systemets tyngdpunkt.
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OM POTENSSUMMER

CHRISTIAN GRAM

I Matematisk Tidsskrift for 1924 har Fr. Fabricius-Bjerre [1] givet et
bevis for folgende setning om summen af den p’te potens af de hele tal
fra 1 til n:

Potenssummen Sp(n)=17+ 27+ ... +nP kan skrives som et polynomium
af (p+1)te grad 1 n.

Fornylig har Ove J. Munch i en mere omfattende undersogelse af
potensproduktsummer ([2], p. 11) bevist den samme s@tning pa omtrent
samme made (i begge tilfzlde benyttes induktion efter ), og neden-
stdende bevis skal blot illustrere, at man ogséd kan anvende induktion
efter p.

Vi antager, at alle potenssummerne Sy(n), Sy(n), ..., 8p_4(n) kan skri-
ves som polynomier i # af henholdsvis 1. grad, 2. grad, ..., p’te grad, og
vil bevise, at S,(n) kan udtrykkes som et polynomium af (p+1)’te grad
in. Vi har

n n

(1) Syn) =P = 3 (n—n+1)iPt

i=1 =1
n n n
=n Y 1- 3 (n—10)i?t = n-8,4(n)— ' (n—1)?71.
=1 i=1 i=1
Den sidste sum i (1) kan nu skrives:

(2) (n—13)iP~1 = (n—1)-17"1 4 (n—2)- 2214 . . 4 1-(n—1)P71

s

[
i

1

= (1142014 4 (n— 1P ) (1P 2P L (- 2)p-1)
+ ..o (1P 4 20-1) 121
=8y y(n—1)+8, 3(n—2)+ ... +8,4(2) +8,4(1) .
Ifglge antagelsen kan vi skrive
Sp_1(n) = aunP+a, nP1+ .. +ayn+ag;

[79]
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indseettes dette i (2), fas

n
(3) 3 (n—i)r-1
i=1
=a,(n—1)? +a, (n—1P1 +. . 4a(n—1) +a,
ta,(n—2)P  +a, ;(n—-2P1 +... +a,(n—2) +a,

+a,-1? +a,_;-17-1 +...+ay1 +a,
=0, Sp(n—1)+a, 8, (n—1)+ ... +a;S;(n—1)+ayn—1).

Da S,(n—1)=8,(n)—n?, og vi ifelge antagelsen kan skrive 8p_1(n—1),
Sp_s(n—1), ..., 8(n—1) som polynomier af hgjst p’te grad, fas ved at
indseette (3) 1 (1):

Sp(n) = n-8Sp,_;(n)—a,[S,(n) —nP]— [ap_1°Spa(n—1)+ ... +ay(n—1)],
hvoraf igen fas

(4) Sp(n) = 'n'Sp——l(n)

T+a, [apnp—ap_l-Sp_l(n— I)—...—ayn-1)],
hvor n-8,_;(n) er et polynomium af (p+1)’te grad, mens sidste parentes
hojst er af p’te grad, hvorfor S,(n) her er udirykt som et polynomium af
(p+1)te grad.
Da seetningen er rigtig for p=0, idet 194+ 2°+ ... +n0=n (og for p=1,
hvor 11+ 21+ ... 4 n!={n2+ In), er setningen saledes rigtig for ethvert P.
Idet koefficienten til #? i polynomiet S,-1(n) er a,, ses af (4), at koef-

a

ficienten til n?+1 i S, (n) bliver ] _:’ , 0og da den »ledende« koefficient for
dp

p=0 er 1, bliver de »ledende« koefficienter for p=1,2,3, ... tallene

L34 ....
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OM HOVEDSZATNINGERNE FOR
KONTINUERTE OG DIFFERENTIABLE FUNKTIONER

VILHELM JORGENSEN

I forste afsnit af denne artikel betragter jeg kun de hovedsztninger,
som det vil vesere naturligt at give bevis for i et indledende kursus, f. eks.
i gymnasiet. Siledes medtages ligelig kontinuitet ikke og heller ikke sewt-
ningen om, at en funktion, der er kontinuert i et lukket interval, er be-
graenset og har en stersteveerdi; middelvaerdisetningen (jeg nejes med
Rolles setning) bevises derfor kun for funktioner med kontinuert diffe-
rentialkvotient. I dette afsnit bygges der pé talfglgedefinitionen for funk-
tionsgrensevardi.

I andet afsnit, der er logisk uafhengigt af forste, bevises alle de sed-
vanlige hoveds=tninger ved en ensartet fremgangsmade, idet der bygges
pé Heine-Borels overdekningssetning. I overensstemmelse hermed bru-
ges ¢-6—definitionen for funktionsgreenseveerdi. Overdekningss@tningen
er i sig selv ret abstrakt, og den indferes derfor i forbindelse med en
konkret anvendelse, igvrigt svarende til den oprindelige Heine’ske ansats
til beviset for setningen om ligelig kontinuitet. Det bemzrkes, at den her
brugte form for setningen (delingssatning) afviger noget fra den sed-
vanlige.

1. SmrNING 1.1. Er f(x) kontinuert 1 intervallet a <x < b, og er f(a) > f(b),
samt opfylder tallet k betingelsen f(a)>k>f(b), da findes der et (indre)
punkt ¢ med f(c)=k.

Beviset afviger kun lidt fra det sedvanlige: Br f(}(a+b)) >k, setter
vi a;=3}a+b) og by=b; er derimod f(}(a+Db)) <k, swmtter vi a;=a og
b,=%a+b). I begge tilfwlde far vi et lukket interval (a,|b;) med
f(a)>k=f(b,). Vi fortsetter denne halveringsproces og far en folge af
lukkede intervaller (a,|b,), af hvilke ethvert er den ene halvdel af det
foregaende, og for hvilke vi har

flan) >k = f(b,).

NMT, Hefte 2, 1960. — 6 [81]
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Der findes netop ét tal ¢, der opfylder betingelsen a, <c<b, for alle n,
og vi har ¢c=lima, =limb,, altsa f(c)=limf(a,) =k og f(c)=limf(b,) < k.
Dette giver f(c)=£k, og beviset er fart. Til brug nedenfor bemzrkes, at vi
ikke blot har a,<c¢ men a,<c, da f(a,)>k=f(c).

Levmma. Er g(x) kontinuert ¢ a <x <b og differentiabel 1 a <x<b, samt
er g(a)==g(b), da findes der mellem a og b et punkt, hvor ¢'(x) har det ved
g(b) —g(a) bestemte fortegn.

Bevis: Vi kan abenbart ngjes med at betragte tilfeeldet g(b) —g(a) < 0.
For et tilstreekkelig lille « > 0 vil funktionen
f(@) = gla)+oa

da opfylde betingelsen f(a) > f(b), og vi kan bruge s@tning 1.1 og den ved
setningens bevis bestemte talfolge a,. Vi har da

o) = Em =)

a,—c
da teelleren er positiv og nevneren negativ. Heraf far vi
g'(c) =f(c)—x £ —x < 0.

SaTNING 1.2. Er f(x) differentiabel i et interval med f'(x) konstant lig
nul, da er f(x) konstant.

S&INING 1.3. Er f(x) kontinuert i et interval og differentiabel i det indre
med f'(x) 20, da vil &, <z, medfore f(x;) < f(x,).

Disse to setninger folger umiddelbart af vort lemma.

S&ETNING 1.4. Er f(x) kontinuert © et interval og differentiabel i det indre
med f'(x) 20, uden at f'(x) er konstant lig nul ¢ noget delinterval, da er
f(x) voksende.

Bevis: Idet x; og @, (>=;) er to vilkarlige punkter i intervallet, skal
det vises, at vi har f(z;) < f(x,). Da f'(x) ikke er konstant lig nul mellem
x; 0g Z,, kan f(x) ikke vere konstant der; vi har altsd to punkter z, og
xy (2 Sx3<xyS7,) med f(xg) £f(x,). Af setning 1.3 far vi da

f(@y) £ flwg) < fzg) = flas),
altsé f(z;) < f(x,) som pastiet.

SmTNING 1.5. Er f(x) kontinuert ¢ a <ax <b og differentiabel med konti-
nuert differentialkvotient © a <x<b, samt er f(a)=f(b), da findes der et
(tndre) punkt ¢ med f'(c)=0.
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Bevis: Er f(x) konstant, kan ¢ velges frit i intervallet. Ellers findes der
et punkt x; med f(x;)+=f(a); vi kan antage f(x;)>f(a). Anvendes vort
lemma, ser man, at der mellem a og z, findes et punkt x, med f'(z,) > 0,
og mellem z; og b et punkt x; med f'(x;) <0. Da f'(z) er kontinuert og
skifter tegn, nar man gar fra x, til x;, findes der ifglge seetning 1.1 mellem
%, 0g x5 et punkt ¢ med f'(c)=0.

2. En funktion f(z) siges at svinge mindre end ¢ i et interval, hvis vi
for to vilkirlige punkter x; og x, i intervallet har |f(z,) —f(z,)| <e.

SmrNiNg 2.1. Er f(x) kontinuert © det lukkede interval J, og er ¢>0
opgivet, da kan J deles ¢ et endeligt antal intervaller, © hvilke f(x) svinger
mindre end ¢.

Bevis: Med (D) betegner vi samlingen af delintervaller, i hvilke f(x)
svinger mindre end ¢. Er x, et vilkarligt punkt i J, vil ethvert tilstraekke-
lig lille delinterval, der indeholder z,, tilhgre (D), thi ligger %, og x, til-
streekkelig teet ved x,, vil f(x,) og f(x,) afvige mindre end }e fra f(x,) og
derfor afvige mindre end ¢ fra hinanden. Det skal nu vises, at J kan deles
i et endeligt antal delintervaller, der alle tilhgrer (D), eller, som vi kort
vil sige, at J kan D-deles. Det bemerkes, at hvis J’s to lukkede halvdele
begge kan D-deles, gelder dette ogsa J selv.

Beviset fores indirekte. Kunne J ikke D-deles, ville en af J’s lukkede
halvdele J, heller ikke kunne det; ligesd den ene af J,’s lukkede halvdele
J, 0.s8.v. Vi far en folge af lukkede intervaller J,, af hvilke ethvert er
indeholdt i det foregdende, og som ikke kan D-deles. De har et fewlles
punkt ¢, og deres leengder gir mod nul; men da alle tilstreekkelig smé
intervaller, der indeholder ¢, ligefrem selv tilhgrer (D), far vi en modstrid,
og setningen er hermed bevist.

Det ses, at beviset er formet saledes, at vi samtidig har godtgjort
folgende almindelige

DrriNess&ETNING. Lad J veere et lukket interval og (D) en samling af
delintervaller med folgende egenskab: Tl ethvert punkt ¢ © J svarer et posi-
tivt 6 =0(c), sdledes at alle lukkede intervaller, der indeholder ¢ og er mindre
end 0, er i (D). Da kan J deles i et endeligt antal intervaller, der alle tilhorer
(D).

Vi vil nu ved hjelp af delingsseetningen vise de resterende hovedsat-

ninger.

SmTNING 2.2. Er f(x) kontinuert ¢ et interval og forskellig fra nul, da har
alle funktionsveerdierne samme fortegn.

6*
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Bemerkning: Heraf folger seetning 1.1 let.

Bevis: Idet @ og b (>a) er to punkter i intervallet, skal det vises, at
f(a) og f(b) har samme fortegn. (D) skal her veere alle de delintervaller
af (a|b), i hvert af hvilke f(x) har fast fortegn. Er ¢ et vilkarligt punkt i
(a]d), vil f(x) i ethvert tilstreekkelig lille interval, der indeholder ¢, have
det ved f(c) bestemte fortegn og intervallet saledes tilhere (D). Delings-
setningen kan altsd anvendes; (a|b) kan deles i et endeligt antal inter-
valler, i hvert af hvilke f(x) har konstant fortegn, men da disse intervaller
to og to har et endepunkt feelles, har f(x) samme fortegn i dem alle.

SEINING 2.3. Er f(x) kontinuert ¢ et lukket interval J, da har f(x) en
storsteveerds.

Bevis: Vi siger, at f(z,) er en overveerdi for f(x) i delintervallet D,,
hvis z, er et punkt i J, og uligheden f(x,) = f(x) gelder for alle i D,.
Mengden (D) skal her veere alle intervaller, i hvilke f(x) har en overvaerdi.
For det vilkarlige punkt ¢ i J er der folgende to muligheder: 1) Der findes
et punkt d med f(d) > f(c); i alle tilstreekkelig smé intervaller, der inde-
holder ¢, vil f(x) da have f(d) som overveerdi. 2) Veerdien f(c) er storste-
veerdi for f(xz); den er da overveerdi for f(x) i alle delintervaller over-
hovedet, og derfor specielt i alle, der indeholder ¢. Delingssetningen kan
altsa anvendes; J kan deles i et endeligt antal intervaller med tilherende
overveerdier f(z;), f(x,), ..., f(x,). Den storste af disse overvardier er
abenbart stersteveerdi for f(x), idet den er oververdi for f(x) i alle inter-
vallerne.

SarNING 2.4. Er f(x) differentiabel © et interval med f'(x)>0, da er
f(x) voksende i intervallet.

Bevis: Idet a og b (> a) er to vilkarlige punkter i intervallet, skal vi vise
uligheden f(a)< f(b). (D) skal her vere alle lukkede delintervaller af
(a]d), i hvilke f(x) har sterre funktionsveerdi i det hgjre endepunkt end i
det venstre. Er ¢ et indre punkt, og har vi x; <c<x,, da far vi, blot =,
og x, ligger tilstreekkelig teet ved c,

=€) o o, TE=10
Zy—C X, —c
altsé f(x;) < f(c) < f(x,), saledes at (x;|x,) tilhorer (D). For endepunkterne
@ og b er betragtningen lidt simplere. Vi kan altsd anvende delingsseot-
ningen og far i voksende reekkefglge et endeligt antal delepunkter
Xy, Tgy « .., T, med
fl@) < fl@) < flxy) < ... <[fl&,) < [fb),

hvorved det pastaede er bevist.

>0,




BOKMELDINGER

Urr GRENANDER: Probability and statistics. (The Harald Cramér
Volume.) Wiley publications in statistics. Almqvist & Wiksell, Stock-
holm; John Wiley & Sons, New York, 1959. 434 pp. § 12.50.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne argang, s. 42.)

Dette er en samling avhandlinger av forskjellige forfattere, utgitt til
wre for professor Harald Cramér pa hans 65 ars dag. Avhandlingene
behandler emner fra vidt forskjellige felter innen statistikk, sannsyn-
lighetsregning og tilgrensende omréader. I sannsynlighetsteori er det 8
avhandlinger (Doob, Feller, Grenander, Kac, D.G.Kendall, Levy,
Masani, Masani & Wiener), i statistisk metodelere 9 (T. W. Andersen,
Bartlett, Elfving, Fix & Hodges & Lehmann, Neyman, Robbins, Rosen-
blatt, Tukey, Wilks), i gkonometri én (Wold) og i forsikringsmatematikk
én (Segerdahl). Avhandlingene er svert forskjellige bade nar det gjelder
problemstillinger og matematisk verktgy, og det ville veere umulig for en
enkelt anmelder 4 vurdere (eller endog forstd) dem alle. Noen av av-
handlingene gir originale bidrag, andre gir oversikter over hva som tid-
ligere er gjort.

T.W. Andersen tar opp til systematisk behandling slike problemer
som oppstar ved sosiologenes enquéte-undersgkelser, psykologenes tes-
tinger, legenes diagnoseringer osv., hvor en »latent struktur« skal estimeres
pé grunnlag av visse observerbare egenskaper. Det er en generalisering og
sannsynlighetsteoretisk presisering av Thurstone’s klassiske faktorana-
lyse.

M. S. Bartlett gir et historisk tilbakeblikk og drefter de nye perspek-
tiver som utviklingen av teorien for stokastiske prosesser apner for
statistisk metodikk.

J.L.Doob tar utgangspunkt i en egenskap ved »martingales« og
anvender den pa Markoff-kjeder.

S8 sterkt som teorien for planlegging av linesernormale statistiske for-
sok har utviklet seg i de senere ar, er det pafallende hvor lite som har
veert gjort i retning av & avlede optimale planer. G. Elfving er en av de
£3 som har arbeidet med saken, og han har publisert en rekke interessante
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arbeider. Han gir i sitt bidrag et tilbakeblikk over hva som har vert
gjort av ham selv og noen andre statistikere.

William Feller drefter visse fenomener i forbindelse med sekvenser
av delsummer av uavhengige stokastiske variable, spesielt den sikalte
arcsinuslov.

Karl Pearson’s kjikvadratfeyningstest for multinomiske situasjoner
har utvilsomt gjennom mange ar veert den mest populere statistiske
testmetode i vide kretser — langt utenfor statistikernes egen krets.
E. Fix, J.L. Hodges og E. L. Lehmann drofter denne test neermere i
sin artikkel. De modifiserer den for situasjoner hvor det er viktig &
konsentrere teststyrken ved visse alternativer til nullhypotesen. De
avleder styrkefunksjonen og tabellerer denne for 11 signifikansnivier og
1, 2, 3, 4, 5 og 6 frihetsgrader.

U. Grenander presiserer innledningsvis at den linesere teori for sto-
kastiske prosesser gir lite utover det som er en direkte roversettelse« av
teorien for Hilbert-rom. Han illustrerer den praktiske betydning av
Cramér’s resultat at en stasjonser prosess kan uttrykkes — via en Fourier
transform — ved en ortogonal prosess. Han gar s& over til & betrakte de
ikke-linezere situasjoner.

M. Kac’s arbeider dreier seg ogsa om stokastiske prosesser og krever
dpenbart spesialkunnskaper pa omradet for & bli forstitt. Det samme
gjelder David G. Kendall’s og Paul Levy’s arbeider om Markoff-
kjeder samt artiklene til P. Masani og P. Masani & N. Wiener. Den
siste er om ikke-linezer prediksjon.

Jerzy Neyman tar for seg testing av delspesifiserte hypoteser nar
klassen av sannsynlighetsmal ikke er komplett. Han definerer asympto-
tiske nivakonstante tester samt en optimumsegenskap for slike. Metoder
for konstruksjon av tester med den slags egenskaper avledes.

Herbert Robbins behandler sekvensiell estimering av forventningen
ved den normale fordeling nar variansen er ukjent. Han foreslar en opp-
horsregel som involverer variansene for observasjonene, og bestemmer ved
tilneermede metoder sannsynlighetsfordelingen for antall observasjoner.

M. Rosenblatt gir et tilbakeblikk over arbeider som er gjort i de
senere ar med statistiske metodeproblemer ved stokastiske prosesser
med stasjonere residualer.

C. 0.Segerdahl gir en oversikt over de resultater som er nidd innen
forsikringsmatematikkens kollektive risikoteori, dvs. teorien for sam-
mensatte Poisson-prosesser.

J. W. Tukey drafter metoder til estimering av spektra, og S. 8. Wilks
gir en oversikt over de viktigste resultater som er nadd om ikke-parame-
triske statistiske modeller.
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Herman O.A. Wold tar opp til bred dreftelse méal og midler ved
konstruksjon av gkonometriske modeller. Serlig inngdende drgfter han
det spersmal som har interessert ham sterkt gjennom mange ar, nemlig
kausalkjeder kontra simultane systemer av strukturrelasjoner.

Det er en imponerende samling av de betydeligste yngre og eldre for-
skere innen den matematiske statistikk som har villet hylde professor
Cramér pa hans 65 ars dag med en artikkel i jubileumsboken. Samtidig
or boken en manifestasjon av den rikdom pé forskjelligartede problemer
og det hgye nivd som kjennetegner den matematiske statistikk idag.
Det er resultatet av en utvikling som ikke minst professor Cramér har

bidradd til.
Erling Sverdrup

Loo-Kene Hua: Additive Primzahltheorie. (Aus dem Chinesischen
iibersetzt von Wictor Ziegler.) B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leip-
zig, 1959. 64174 S. Kunstleder DM 20.50.

(Innholdsfortegnelse i NMT 7 (1959), s. 128.)

I forlagsforordet til denne tyske utgave blir det sagt at primtallenes
additive egenskaper herer til de mest interessante problemer innen den
analytiske tallteori. Det kunne godt veert foyet til at dette felt ogsé
utgjor et av de vanskeligst tilgjengelige omrader av tallteorien. Bokens
formal er & vise hvor langt var viden gar idag. Hovedverktoyet er Vino-
gradovs metoder og den viderefering av disse som er gjort bl. a. av
bokens forfatter.

Det vil ga for langt her & gé inn pa den vrimmel av setninger som boken
inneholder, men la meg nevne et par setninger som representerer noen av
de ytterste forposter i forbindelse med Waring-Goldbachs problem:

La p° vaere den hoyeste potens av p som gar opp i det naturlige tall k,
og la

0+2forp = 2, 2k
r= {04— 1 ellers.

La videre
K=17v,
@-Dlk
og
- {2k+1 for 1k <10

2k2(2 logk +log logk +2,5) for k£ > 10.

Ethvert tilstrekkelig stort naturlig tall N som oppfyller
N = s (mod K)

kan da skrives som en sum av s kte potenser av primtall.
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Velger man her k=1, s=3 s§ blir K =2 og vi far som spesialtilfelle
Vinogradovs setning at alle tilstrekkelig store ulike tall kan skrives som
en sum av 3 primtall. Velger man k=2, s=5 s8 far man K =24, og set-
ningen sier at ethvert tilstrekkelig stort naturlig tall =5 (mod 24) kan
skrives som en sum av 5 primtallkvadrater.

I bokens siste kapitler blir undersgkt losbarheten av folgende simultane
system av diofantiske ligninger:

Pt ... +p, =N,

hvor p,, p,, ..., p, skal veere primtall. Det blir bl. a. vist at dersom
k
8 > 2k®+ 3 +k log (50%3 log k)/log ="~ 3k? logk ,

s& er systemet lgsbart for tilstrekkelig store V. v Ny ..., N,
Nér man tar i betraktning det tunge stoff som boken representerer,
mé man si at forfatteren har hatt en meget lykkelig hand med sin frem-

stilling.
Sigmund Selberg

C. HYyvrhN-CavALLIUS — L. SANDGREN: Matematisk Analys II (for
tvabetygsstadiet vid universitet och hogskolor). Lund studentkars
intressebyrd, Lund, 1959. 461 s. Sv. kr. 49.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne argang, s. 43.)

Foreliggande lirobok utgor en fortsittning av samma forfattares tidi-
gare utgivna Matematisk Analys (f6r nyborjarstadiet vid universitet och
hégskolor), refererad i NMT 6:1 (1958). Den har tills vidare utgivits i en
stencilerad upplaga, si att siga pa forssk, for att senare utkomma i
sedvanligt tryck efter en verarbetning pa basis av gjorda erfarenheter
vid dess anvindning i undervisningen. Utan tvivel &r detta en riktig
metod att skriva en lirobok for mellanstadiet, dir svéirigheterna &r
manga och asikterna om de limpligaste metoderna #nnu fler. Det stora,
antal liknande framstéillningar pa frimmande sprak, fran de klassiska
franska Cours d’Analyse till moderna amerikanska Analysis, dr sjilv-
klart en rik killa att 6sa ur men utgor samtidigt ett svart handicap, da
forfattarna vid néstan varje steg stilles infor ett val mellan olika moj-
ligheter. I stort sett synes mig valen ha triffats med stor skicklighet,
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insikt och konsekvens och som helhetsomdome skulle jag vilja siga: det
ir en utmirkt lirobok i vardande. ]
Sasom undertiteln anger har avsikten varit att med utgé,ngspur.l.kt f”{n
Matematisk Analys ticka den del av analyskursen som i regel .krav.es for
tva betyg i fil. kand.- och &mbetsexamen vid de svenska un1v<.3rs1teten
(dock ej differentialekvationer). Detta har lyckats vél; uteslutﬂmngar av
storre betydelse finns ej och utvikningarna fran standardkurs ar rela,t}vt
fataliga. Samtidigt har forfattarna bemddat sig om er strang frar.nstall-
ning, baserad uteslutande pa klara matematiska begrepP med undvikande
av dunkla férestillningar om »infinitesimala storheter< yybac, etc.“I df’tta'
hinseende fyller liroboken hogt stéllda krav, men det har tyYarr ICk?
kunnat undvikas att just pa grund av dessa krav frams’ﬁétl.lnmgen pa
sina stéllen blivit omsténdlig och tung. Redaktionella forbattringar tornde
hér kunna astadkomma vissa littnader, sa t. ex. i det linga och svar-
smilta avsnittet om dubbelintegralers transformations dé'tr man even-
tuellt kunde ha ndjt sig med att bevisa satsen for kontinuerliga funkt?oner
i 5ppna omraden. Méngen lisare skulle sikerligen ocksa foredra en mln(}re
detaljerad framstéllning, men det &r sjalvklart alltid en svar avvag-
ningsfriga hur mycket som kan dverlatas &t lisarens egen insikt }1‘53{1 atf’
riskera att denne antingen icke forstar alls eller, &n yérre, tror sig forsta
det han icke forstar. I ett fall, det miktiga forsta Kapitlet om reella tal,
torde forfattarna sjilva ha for avsikt att ien tryck? upplaga placera
huvuddelen i ett Appendix; en atgird som icke minst ur psykcilouglsk
synpunkt vore synnerligen vilbetinkt. En annan redaktlonell forand-
ring som skulle kunna diskuteras vore att placera alla.eller flertalet
exempel och dvningar i sirskilda avsnitt efter varje ka,pltel (m?d ?1161:
utan forindring av stilart). Hur vardefulla och n@dvéndlga de an ar,. i
synnerhet vid en forsta lisning, utgdr de likvil ett tyngande moment vid

repetitionen och far stoffet att verka mycket mer omfattande an det 1

sjialva verket &r. i o ]

En detaljerad genomgang kapitel for kapitel torde vara 0Verﬂﬂod1g, da
alla intresserade parter pa forhand ungefirligen vet, vad en l"f‘mbOk av
detta slag maste innehélla. Jag skall darfor inskranka mig till et.i.a par
punkter som synes mig sirskilt betydelsefulla. Elementen av man%rd—
ldran genomgas och dess beteckningar anvindes konsekvent, elf:fnentara
topologiska begrepp introduceras. I och for sig &r det ganska sjilvklart,
att en modern lirobok i analys utrustas med detta funda,menntj men det
fortjinar papekas att det &r en nyhet i tvabetygskursen satillvida att
dessa begreppsbildningar tidigare endast anvints ; en mycket vag form
och ibland icke alls. Preciseringen #r en vinning som kommer klarheten

till godo. Férfattarna behandlar pa ett foredomligt gitt teorien for funk-
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tioner av flera variabler, dir sirskilt avbildningssynpunkten med klar-
liggande av de viktiga begreppen definitionsomride, virdeforrad, en-
entydighet, invers avbildning etc. stélles i férgrunden. Detta moderna
betraktelsesitt, foga anvint i ildre framstillningar, méjliggor i férening
med ett vektoriellt beteckningssitt en betydande ekonomisering av
formelskrivningen samtidigt som overskadligheten och enhetligheten
bidrager till en riktigare forstaelse av de behandlade problemen. Ett gott
exempel hirpd &r existenssatsen for implicit givna funktioner, som blir
praktiskt taget sjilvklar sedan man vil klarat av den inversa avbild-
ningen.

I fréga om beteckningssystemet noterar anmiilaren med tillfredsstil-
lelse att nagon doktringr, fullstindigt konsekvent linje icke foljts. I det
flerdimensionella fallet betecknar z og y vanligen vektorer, vilket icke
hindrat forfattarna fran att vid exemplifiering lta « och y ha sin tradi-
tionella betydelse av reella tal. Inkonsekvensen synes mig fullt forsvarlig
av flera skil och skulle naturligtvis med litthet kunna reduceras i en
tryckt upplaga genom anvéndning av fetstil f6r vektorer. For en kurs-
térelésare eller studerande som vill géra anteckningar och av bekvimlig-
hetsskél gérna vill beteckna vektorer med vanliga bokstéver utan till-
sats av streck, pilar, hattar, etc., kvarstdr emellertid problemet. Jag
skulle darfor icke vilja gd lika lingt i forenkling som férfattarna, da de
betecknar skaldr produkt av vektorerna z och y med zy. En ordentligt
markerad punkt mellan # och y dr redan bittre, och naturligtvis icke 2
utan x-z=|z|? eller eventuellt = ||z|?2.

Forfattarna ir att lyckénska till sitt arbete och de svenska studenterna
till en lirobok pa svenska spraket, som i tryckt skick kommer att sta
fullt i jamnbredd med de bista som utkommit pé frimmande sprak.

Otto Frostman

WERNER VON KOPPENFELS — FRIEDRICH STALLMANN: Prazis der
konformen Abbildung. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften
100.) Springer-Verlag, Berlin, Géttingen, Heidelberg, 1959. 134375 S.,
251 Fig. Ganzl. DM 69.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT 7 (1959), s. 130.)

En meget smuk bog, udstyret med over 200 usedvanligt nydeligt teg-
nede figurer, heri medregnet et serligt register, hvor hvert stikord er en
lille figur.

Bogen indledes med en grundig gennemgang pé 84 sider af de elemen-
teere analytiske funktioner og deres afbildningsegenskaber, samt 25 sider
med en mere skitsemessig gennemgang af funktionsteoretiske hjzelpe-
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midler og almindelige afbildningsswtninger. De neste 72 sider er benyttet
til en meget grundig behandling af afbildninger af polygoner og cirkel-
buepolygoner, medens de numeriske tilnermelsesmetoder gores feerdige
pd 21 sider, som for resten er forbavsende let leselige, men man savner en
vurdering af disse metoders praktiske anvendelighed. De sidste 164 sider
af bogens egentlige tekst er et katalog over konforme afbildninger ordnet
efter omraderne og med en ret grundig behandling af hvert enkelt til-
feelde.

Bogen har den mest omfattende behandling af konforme afbildninger
ved eksplicit givne funktioner, som hidtil er udarbejdet, og alene af den
grund vil den vere af uvurderlig betydning for den, der beskeeftiger sig
med denne side af den anvendte matematik. Ved anvendelserne mé man
dog have i tankerne, at adskillige af de anferte metoder tillader neerlig-

gende forbedringer, som bogen ikke omtaler. Hans Tornehave

Fumitomo Makpa: Kontinuierliche Geometrien. Ubersetzung aus dem
Japanischen. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 95.)
Springer-Verlag, Berlin, Gdottingen, Heidelberg, 1958. 10+244 S., 12
Fig. DM 36.00, Ganzl. DM 39.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT 6 (1958), s. 42.)

T 1935 viste Birkhoff og Menger at den projektive geometri kunne gis
en lattice-teoretisk formulering. Fra Birkhoff og Mengers synspunkt
danner den projektive geometri en irredusibel, endelig dimensjonal,
komplementzr, moduler lattice. Med dette var grunnlaget for en ak-
siomatisering av geometribegrepet gitt, hvoretter studiet av de ab-
strakte geometrier kunne begynne. I 1936-1937 konstruerte von Neu-
mann med en svak modifisering av dimensjonsbegrepet en geometri
uten punkter og linjer. von Neumann viste, at dimensjonen av elemen-
tene i en slik kontinuerlig geometri — eller, om vi vil, i en kontinuerlig
irredusibel, komplementar, moduler lattice — kan anta enhver verdi
fra O til 1.

Den foreliggende bok er en oversettelse av en japansk utgave (Tokyo
1952), og inneholder de fleste betydelige resultater om von Neumanns
kontinuerlige geometrier og ikke-irredusible generaliseringer av slike, i
det minste frem til 1950. Den er skrevet i leerebokform og skulle for s&
vidt kunne leses av interesserte studenter pa bifagsnivaet. Stoffet turde
imidlertid bli tungt fordeyelig uten forkunnskaper i topologi og algebra.

Fremstillingen er delt i tolv hovedavsnitt. De tre forste kapitlene
behandler swrlig deler av den algebraiske teori for latticer. Forste kapitel
rommer grunnbegrepene av lattice-teorien, frem til Stones og Wallmans
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representasjonsteoremer. Begrepet topologisk rom blir si definert og
anvendt til & gi Stones representasjon av en Boolesk lattice inn pa
mengdelatticen av alle samtidig 4pne og lukkete mengder i et Boolesk
rom. Dette kapitlet rommer ogsa et avsnitt om metriske latticer, spe-
sielt komplette latticer der operasjonene er kontinuerlige. Kontinuiteten
er formulert ved hjelp av rettete mengder. Filtere og ultrafiltere opptrer
som duale og maksimale duale idealer. I annet og tredje kapitel studeres
modulre latticer og projektive rom. Det siste kapitlet inkluderer bl. a.
Frinks representasjonsteorem.

De neste to kapitler behandler dimensjonsteorien og dekomposisjons-
teorien for kontinuerlige geometrier. I det irredusible tilfellet var dimen-
sjonsteorien utarbeidet allerede av von Neumann. I 1944 viste Iwamura
at en redusibel, kontinuerlig geometri kunne spaltes i et subdirekte
produkt av irredusible kontinuerlige geometrier. Disse resultatene samt
supplementerende bidrag fra Kawadu, Higuchi og Matsushima avslutter
dimensjonsteorien og er inneholdt i kapitlene IV og V.

Kapitel VI gir definisjonen og de viktigste egenskapene ved regulere
ringer, og kapitel VII (kontinuerlige regulere ringer) gir Maedas dimen-
sjons- og dekomposisjonsteori pa dette omradet. De fire neste kapitlene
behandler representasjonsteorien for komplementaere, modulere latti-
cer, i det vesentlige fremstilt etter von Neumann, Kodaira og Huruya
(1938). Kapitel XII handler om ortokomplementere latticer og represen-
tasjon av slike.

Boken slutter med et anhang som beviser ekvivalensen mellom ut-
valgsaksiomet, velordningssatsen og Zorns lemma og ekvivalensen mel-
lom von Neumanns og Maedas formulering av kontinuitetskravet til en
kontinuerlig geometri. Per Holm

K. O.May: Elements of modern mathematics. Addison-Wesley Publ.
Co., Reading (Mass.), 1959. 16 + 607 pp. $ 7.50.

(Innholdsfortegnelse i NMT 7 (1959), s. 131.)

Enligt forfattaren ar boken avsedd fér studenter, som just paborjar
ett allvarligt studium av matematik. Det kan vara limpligt att citera
nagra rader ur det langa foretalet: »The beginner in mathematics may be
compared with someone about to take up a foreign language. He may
wish merely to learn to speak, read, and understand the simplest phrases,
in short, just enough “to order breakfast’’. There are several books
directed toward the student who wants only this so-called ‘“practical”
acquaintance with elementary mathematics. On the other hand, the
student of a language may wish to be able to carry on an intelligent
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conversation, to read significant materials, to write, and even perhaps
to think in the language. He must be interested in grammar, syntax,
and above all, in acquiring an understanding and a “feel” for the language.
Such a student of mathematics acquires manipulative skill as a by-
product of striving for insight and thorough knowledge. It is for this
kind of student that the present book has been written.«

Det forsta kapitlet &r en utredning av grundlagarna fér elementér
algebra. De krivda forkunskaperna #r insikter i mellanskolans mate-
matik och formaga att forstd logiskt resonemang, d.v.s. sprak, ty
symbolisk logik &r ej &nnu introducerad. Vektorer behandlas redan hér i
korthet, varemot de komplexa talen blir uppskjutna till ett senare
kapitel. Detta kapitel torde vara litt for varje matematiskt begivad
gymnasist.

Sedan foljer en presentation av elementér logik, bade sats- och predi-
katkalkyl. Da det &r ett nytt falt for den tilltinkte lisaren, dr det natur-
ligt, att forfattaren gar varligt fram och anvinder sanningstabeller
sasom illustration. Tillimpningar pa algebra samt problem av vardaglig
anstrykning ger framstillningen en konkret grund. Avsnittet »Laws of
implication« kan bli en prévosten for nyborjaren, genom att han kan
avskriickas av den langa raden formler.

Det tredje kapitlet behandlar grunderna till méngdlaran. Nu infors ju
mingdteoretiska betraktelsesitt i amerikanska skolkurser, varfor &mnet
antagligen icke #r helt obekant t6r de firska studenter, boken dr avsedd
for. Har ar ett tacksamt tillfille att med den nyss introducerade for-
mella logikens hjalp ge en mera exakt behandling av méngdldran &n
den, som kan inrymmas i den mera informella skolkursen. Venn-diagram
och sprakliga interpretationer gor texten lattsmalt.

Féljande kapitel behandlar plan analytisk geometri, varvid man borjar
helt fran grunden. Texten fdljer samma riktlinjer, som kommer till
synes i det nya amerikanska skolprogrammet. Grund for framstéllningen,
som visentligen bygger pa mingdlira, &r salunda begreppet ordnade
par. Till behandling upptas héir ritvinkliga koordinater, vektorer, rita
linjer, cirkeln, polira koordinater, trigonometriska funktioner samt ska-
lira produkter. Ett litt kapitel fér en nordisk student.

Svarare ar det femte kapitlet om relationer och funktioner. En funk-
tion &r ju enligt amerikanskt sprakbruk en entydig relation eller en
gren av en méngtydig. Mera exakt: »a function is a set of ordered pairs
in which no two different pairs have the same first component«. Fram-
stillningen i detta kapitel stoder sig naturligh pa de tre foregaende.
Utom allminna aspekter pa relationer inklusive sammansittning, inversa
relationer och operationer behandlas hér de koniska sektionerna. Forfat-
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taren utreder dven begreppsskillnaden mellan en funktion, t.ex. sin,
och den ekvation, som definierar den, y=sinz. Den linjara funktionens
definition blir salunda

ml+b = {(x,y) |y = max+brzecRe},

dér I betecknar den identiska funktionen. (Framstillningen &r begrén-
sad till reella tal.)

Lémpligt for stringt logisk behandling &r teorin for tal, som det sjitte
kapitlet &r tillignat. Ovanligt minga av avsnitten héir ir betecknade
som frivilliga; utom de teoretiskt intressanta om kardinaltal och de
»matnyttiga« om approximation och numerisk kalkyl hor slutavsnittet,
som upptar komplexa tal, anmirkningsvért nog till dem. De komplexa
talen definieras med vektorer, d.v.s. med ordnade par av reella tal.
Harigenom undgés det skimmer av ymystike, som litt uppkommer kring
de imaginéra. (Se Bundgaard, NMT 1 (1953), s. 16.)

I kapitlet »Calculus« bygger forfattaren grunden med lattfattlig fram-
stéllning. Detta &r tydligen ett omride, dir inga grundkunskaper vintas
hos lisarna. Svérighetsgraden vixer dock mot slutet, dir den logiska
symboliken tas mera i bruk. Det &r friga om en introduktion pa hundra
sidor och den ér nagot begridnsad. BL. a. dr beviset f6r medelviirdessatsen
icke angivet. Det &r naturligt, att forfattaren féredrar benémningen
antiderivata framom obestimd integral. Foljande beteckningssitt &r
dock alla omnimnda: D-1f, £, (f(z)da.

De tre sista kapitlen &r betecknade som frivilliga. De &r ritt korta
men ger ndd trevliga smakprov pa sannolikhet, statistik och nagra
abstrakta teorier, mest gruppteori.

Tabellerna i slutet av boken #r ansprakslésa till formatet och bor
uppfattas som illustrationer av motsvarande funktioner, icke som rikne-
tabeller.

Boken innehaller 6vningsuppgifter av tva slag: »Exercises¢, vilka dr
instrédda i texten i intimt samband med denna, och »Problemsg, vilka
kan vara rent logisk-matematiska eller vara tillimpningar pa fysik eller
sociala vetenskaper. Uppgifterna har i allméinhet svar.

Anmélaren kan rekommendera verket for mogna gymnasister eller
yngre studerande, som Onskar utvidga, fordjupa eller kodifiera sina
kunskaper. Boken kan #ven ge en liroverkslirare nyttiga impulser.

Carl G. Wolff

Pour. MoGENSEN: Indledning til funktionsleren. Gyldendal, Koben-
havn, 1959. 105 s. D. kr. 15.85.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne &rgang, s. 44.)
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Denne leerebog i funktionslere herer ngje sammen med den af forfat-
teren i 1957 udgivne lerebog i Differential- og integralregning, og ber
lzeses forud for den; begge boger er opbygget helt elementzert til brug for
matematikundervisning ved kurser for sproglige studenter, der gnsker at
pabegynde lege- eller tandlegestudiet, ved seminarier, nar matematik
vaelges som liniefag, ved forsgg i gymnasiet f. eks. med biologisk linie og
evnt. i fremtiden i et sprogligt gymnasium. Til selvstudium for den, der
f. eks. pa grundlag af mellemskole- eller realeksamen gnsker at leere lidt
mere matematik, ma bogen ogsi vare velegnet; thi som forfatteren selv
skriver i sit forord : »Er det et urimeligt hab, at det skulle komme p& mode,
at mennesker helt uden hensyn til en eksamen gav sig af med matematik #«
Der har i tidligere tider veret epoker, hvor der uden for fagfolkenes kreds
var interesse for matematik, men »maske skorter det pa tid og kraft
dertil«.

Bogen er delt i 9 kapitler, og den slutter med en righoldig opgavesam-
ling (272 opgaver).

Forst gives en kort omtale af forskellige talomrider og regningers
mulighed herindenfor; som eksempel pa et irrationalt tal gennemgis

J/2, hvorefter de gvrige irrationale tal indferes som maltal for de linie-
stykker, som ikke har et rationalt méltal. Efter gennemgang af retvinklet
koordinatsystem og begreberne variabel og funktion, belyst gennem
mange og meget forskelligartede eksempler, folger et serskilt kapitel
om proportionalitet.

Undertegnede mener, at det er en god idé at give dette emne et kapitel
for sig, inden den linezre funktion behandles. Alt for ofte oplever man
(f. eks. i fysiske rapporter), at elever selv i 3. G pastar at have pavist en
proportionalitet, hvor de kun har pavist en lineser afhengighed. Her som
s& mange andre steder i sivel denne bog som i Differential- og integral-
regningen viser forfatteren matematikkens anvendelse pa andre fag-
omrader, specielt pa fysik.

Det kan maske undre lidt, at omvendt proportionalitet ikke behandles
pa dette sted, men forst i bogens sidste kapitel. Sandsynligvis skyldes
det, at forfatteren her har medtaget begrebet graenseovergang, hvorved
denne bog kommer til at slutte med det emne, Differential- og integral-

1
regning begynder med. For funktionen y =~ vises det, at y — 0 (fra oven)
x

for # - + o0 0g y - + oo for « - 0 fra hgjre. Begrebet asymptote bliver
hermed indfert.

Ved gennemgangen af den linemre funktion gives en forste forbere-
delse til differentialregningen, idet det for y= o +¢ pavises, at det for
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et vilkarligt valg af x geelder, at é =, hvor 4 betegner y’s tilveekst,
nér x far tilveeksten A. h

Ogsé ved gennemgangen af andengradspolynomiet forberedes differen-
tialregningen. y=a? vises at veere en kontinuert funktion, idet Ay kan
blive vilkarlig lille (numerisk), blot 4 er tilstraekkelig lille. Og for sekanten
gennem (0, 0) og (x, #?) vises det, at den har z-aksen som graensestilling
for  nermende sig 0.

Potensbegrebet tages her i bogen kun igennem for eksponenten hel og
positiv. Enhver udvidelse af dette potensbegreb gemmes til den fuld-
steendige udvidelse efter behandlingen af den naturlige logaritme i
Differential- og integralregning. Trigonometrien indledes med en kort
omtale af anvendelser og historie, hvorefter sinus, cosinus og tangens
indfgres for vinkler mellem 0° og 180° (inkl.); det n®vnes, at de trigono-
metriske funktioners fulde betydning forst kommer frem, nér vinklens
maltal gennemlgber alle reelle tal. Blandt eksemplerne er en del prak-
tiske opgaver.

Bogen gor som helhed et tiltalende indtryk. Sproget er klart og behage-
ligt, figurerne gode og hele opstillingen overskuelig, med passende brug
af kursiv og understregninger. Sammen med forfatterens Differential- og
integralregning ma denne bog utvivlsomt veere velanvendelig for de
mange, der uden egentlig at studere matematik skal have et kendskab

til funktionsleeren og dens anvendelser.
Stig Biilow
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OPPGAVER TIL LOSNING

Losninger av oppgavene 190-194 sendes til oppgaveredakteren, professor
R. Tambs Lyche, Matematisk Institutt, Blindern, Oslo. Slike lgsninger vil bli trykt
i et folgende hefte i den utstrekning plassen tillater, dog vanligvis bare den beste
lesning av hver oppgave. Lesninger av oppgaver i dette hefte mé, for & komme
med i neste hefte, veere sendt innen 25.august 1960. Til samme dato forlenges
fristen for oppgave 187 i forrige hefte.

Redaksjonen er takknemlig for forslag til oppgaver. Slike forslag kan sendes til
oppgaveredakteren, helst sammen med forslagsstillerens egen lgsning.

190. Idet T betegner arealet af en trekant ABC og m,, my,, m, dens
medianer, skal man bevise formlen

T = 1) o(c—2mg)(c— 2my)(c — 2my) ,

idet o= Mg + My + M. Christian Berg

191. Nar en smal parallell stralebunt gar inn i en homogen brytende
kule slik at tgi = 2tgr
(¢ =innfallsvinkel, r=brytningsvinkel), vil brennpunktet falle i kulens
bakre overflate.

Dette, for regnbuens teori meget viktige resultat finnes i Herriott’s
forarbeider til en bok om regnbuen (Brit. Mus. mss. 6788). Hvis Herriott
har benyttet infinitesimale betraktninger, er dette viktig som en tidlig
anvendelse av slike metoder. Men kan relasjonen ogsé finnes ved rent

: 9
klassiske metoder ? Johs. Lohne

192. La

1
Cil
9n
hvor samtlige bokstaver er naturlige tall og hvor 4/B ikke lar seg for-

korte. Vis at
orte. Vis & G1+qot ... +q, < 2274 nB.

Sammenlign eventuelt oppg. 180, NMT 7, s. 183. Viggo Brun

[99]
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193. Beregn integralet

dxdy, o]l < 1.

o0 0 1
L g S o 202 (#2—2¢ay+y?)
2n]/1 —p% Y

o

Arnljot Hoyland

194. La « veere et tall mellom 0 og 1. En plan kurve er gitt ved lik-

ningene
& (0.4
w=2t(1——__._,,>, y=t2+2(1_T:).
Y1—e Y1—1

En viss del av kurven begrenser et trekantet flatestykke. Finn dets areal.

R. Tambs Lyche

LOSNINGER
183. La ryry ... r, veere en permutasjon av tallene 1,2, ...,7n og la
sgn(ryry ... r,) veere +1 dersom permutasjonen er jamn (like) og —1

dersom den er odde (ulike). Vis at for 0<i<n er

SgO(ryry . .. 1) = (= Lytrete At i D gon (0 L 7,) SEN (i Tisn - - - )
R. Tambs Lyche

Da ingen lpsninger er innkommet, gjengir vi oppgavestillerens eget forslag:

Losning : En ser straks at formelen er riktig for i=1. En overforing av
r;,, fra siste faktor til siste plass i faktoren foran, farer til tapet av ¢
inversjoner i siste faktor, dersom r,,; er stgrre enn ngyaktig ¢ av tallene
Tivgs - -y Ty til gjengjeld far en p nye inversjoner i den foregaende faktor,
dersom 7;,, er mindre enn p av tallene ry, ..., r;. I alt blir derfor produk-
tet til hoyre & multiplisere med (—1)P+?=(—1)-?+¢, Da ni r,,, blir
stgrre enn ngyaktig i —p+q av tallene ry, 7y, ..., 7,, md vi ha r, ;=
t—p+q+1, altsd —p+g=r, .1 —(¢+1), og derav ses straks formelens
almengyldighet.

185. Lét ay, ay, ... vara komplexa tal med |a,| 1. Med z, betecknas
det till beloppet storsta nollstillet till P,(z)=z"—a, 2" 1—... —a,.
Visa, att |z,| < 2.

Om a, - 1, d& n — oo, visa att z, — 2 och att mingden nollstillen till
Py, Py, ... for ovrigt saknar hopningspunkter utanfor enhetscirkeln.

Magnus Tideman
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Losning: P4 |2| =2 giller eftersom |a,|<1:

n—1 n—1
2 ;0' |a,| - 2] é%’w =2n—1 < |g|",

n—1
2az
»=0

dvs. pa |2|=2 dr

|27 > .

n—1
"
2z
v=0

Enligt Rouchés sats har d& 2z» och P,(z) lika manga, dvs. n stycken
nollstillen inom |z| =2.

Om nAgra hopningspunkter skall finnas da =» —>oco sd maste
P, .(2)=P,(2) - 0, dvs. | P, 1(z) — P,(2)| <& om n>n,, eller

lz|*e|z—(1+a,) <& om n > n,.

Detta uppnas dels av |z < 1, eller om a,, - 1 av z — 2, vilken punkt alltsa
ir den enda mdjliga hopningspunkten utanfor enhetscirkeln.

Torsten Strom

186. Cirklarna C 4 och Cp, med radier a resp. b, tangera varandra i O.
Sok storsta virdet for ytan av triangeln OAB, nir 4 ligger pd U4 och B

4 Cp.
P B Harry Bjork

Losning : Lat BO:s forlingning skira €, i 4,. D& OB:0A,; =konstant
har triangeln AOB och triangeln 404, maximum samtidigt, dvs. nir
AOA, dr liksidig, varav den s6kta ytan 2ab V§

Sverker Eriksson

Ogsa lest av Per Roar Andenws, F. P. Dahlkild, Ragnar Dybvik, Toivo Haa-
ramo, Poul Einar Hansen, Per W. Karlsson, Johs. Lohne, Arne Sandum, Ragnar
Johs. Solvang, Torsten Strém, Bolli Thoroddsen og O. H. Valdimarsson.

188. Finn summen av rekken

o0

(=1

n=1 n+1
1 1

der s,=1+—-+...4+—.
2 L R. Tambs Lyche

Losning : Rekken ses at alternere; det vises let, at der fra et vist trin

geelder s,/(n+1) - 0 aftagende. Rekken er altsd konvergent; summen
kaldes a.
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=§ (_ 1)n—1 Sn Zn

n=1 n+1

fremstiller for |x| <1 en vilkarlig ofte differentiabel funktion.

[oe]

(f ) = 2 (—)s,an = g(a);
n=1
g(x) +xg(x 3 119:“ = In(l+2),

— n

hvoraf .
1 g In (1+x) [In(1+ x)]?
S\ T g S AT

@) = 1+ B 2z

x
0
(heevelig diskontinuitet for x=0). Abels seetning giver da

a = lim [ln(1+x)]2 = 1(In2)2.

x—>1— x

Poul Einar Hansen

Ogsa lost av Ragnar Dybvik, Sverker Eriksson, Audun Holme, Per W. Karlsson
og Ragnar Johs. Solvang.

189. Beregn integralet

R. Tambs Lyche
Losning: Sitt

f(a):S v de, a > -1,
0 Vl — x?
varav

FOa) = S (Inz)P x@ .

Den sokta integralen &r f''(0). Substitutionen x2=¢ ger

Sl )
0

2 a
—+1
r(z+)

fla) =

wl»—‘
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Da 2 o 1
d——210gl’(x) =,£;(x+k)2
erhilles
;N S
! @)‘humwf

in
Men £(0) =7§’ och f(0) = Slog singdg= — k In2. Vidare ar
0

g 1)k+1 2
= T
varav 5

oy ==
170 = 3 (n2p o

Sverker Eriksson

Ogsé lost av Per W. Karlsson. Otto Borgersen gjor oppmerksom pé at substitu-
sjonen x =sin¢ gir et integral som (mere generelt) er lost av Age Kjellerod i Norsk
Matematisk Tidsskrift for 1937.

SUMMARY IN ENGLISH

Kay PieNE: New thinking in school mathematics. (Norwegian.)

The author joined the OEEC-seminar on “New thinking in school mathematics”
which took place at Royaumont (near Paris) between Nov. 23rd and Dec. 5th,
1959. The paper, which is based on the official report from the seminar, outlines
the suggested reforms in arithmetic, algebra, geometry, analysis, probability and
statistical inference.

MoceNs PraL: Cauchy’s inequality from o thermodynamic point of view.
(Danish.)

N bodies of constant volumes have the absolute temperatures 7'; and the heat
capacities ¢;. When a heat exchange is established, the laws of energy and en-
tropy immediately lead to Cauchy’s inequality for weighted arithmetic and geo-
metric means (formula (3) p. 72). The generalized inequality resulting from arbitrary
energy functions Ey(T), with E/(T) > 0, is given (formulas (4) and (5) p. 73) and
also proved mathematically.
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Haxs Rieser: 4 case of the three-bodies problem with an elementary
solution. (Swedish.)

A solution of Lagrange is deduced in a simple way. It concerns the case when
the three bodies form an equilateral triangle, of constant or varying size, rotating
in the plane of the triangle about the centre of gravity.

CHRISTIAN GRAM: On sums of powers. (Danish.)

It is well known that Sp(n)=12+22+4 ... 4+ nP can be written as a polyno-
mial in n of degree p -+ 1; the common proofs use induction on n. The article
gives a simple proof by induction on the exponent p.

ViLHELM JORGENSEN: On the main theorems for continuous and diffe-
rentiable functions. (Danish.)

The theorems of the title are deduced in a short and often unconventional man-
ner. The article consists of two independent sections, the first of which contains
only the elementary results which could be taught (with proofs) at high school
level. The second, more advanced section is based on the covering theorem of
Heine-Borel.




