ELEMENTAR KOTEORI'

ERNST LYKKE JENSEN

Problemstilling. Kgteorien, der har sin oprindelse i studier over tele-
fontrafik af den danske matematiker A. K. Erlang, er i dag inde i en
rivende udvikling, idet den indtager en central plads inden for det viden-
skabelige omrade, der har afgreenset sig under navnet Operationsanalyse.

Der er efterhanden udarbejdet et ret omfattende st af keteoretiske
modeller. Udgangspunktet for opstillingen af enhver sidan model er en
ngje sandsynlighedsteoretisk beskrivelse af den proces, der er tale om.
Pa grundlag af de opstillede forudsetninger uddrages rent deduktivt en
raekke konklusioner af statistisk karakter om processen, f. eks. angaende
kglengder og ventetider.

Det er klart, at hvis man i de foreliggende konkrete tilfelde har held
til at vaelge modeller med realitetsbetonede forudsezetninger, er de ke-
teoretiske modeller et vigtigt veerktej for anvendelserne ved dimensio-
nering, rationalisering og drift af processer af forskelligartet karakter.

De af keteoriens resultater, der fremlegges i n®rvaerende artikel, er
baseret pa forudsatninger, som set fra en keteoretisk synsvinkel er simple.

I fig. 1 er der givet en skematisk afbildning af det problemkompleks,
der skal geres til genstand for analyse i det fglgende. I en stadig strom
ankommer emner til et sted, der pa figuren er meerket med et »B¢, for pa
dette sted at blive behandlet eller betjent.
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Fig. 1

Det kan f. eks. dreje sig om produktenheder, der pa et samlebédnd an-
kommer til et arbejdssted; biler, der kerer ind til en servicestation;

1 Velvilligt overladt fra Nordisk Tidsskrift for Industriel Statistik, bind 3, 1958 (let
omarbejdet). . . -
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flyvemaskiners ankomst til en lufthavn; skibe, der leegger til kaj for los-
ning af gods; patienter, der venter i leegens ventevaerelse; opkald til et
telefonomstillingsbord ; ekspedition af kunder i en forretning ; maskiner i
en maskinpark, der er giet i sta og venter pa igangsaettelse.

Mange andre eksempler kunne naevnes; men disse 3 er tilstraekkeligt
til at vise problemstillingens rekkevidde.

For nu at kunne lose en raekke problemer, der melder sig ved planlaeg-
ning og drift af processer af den omtalte art, er det nodvendigt at opstille
en teori, der beskriver kedannelsen ved arbejdsstedet pé grundlag af
tilgangs- og afgangsforholdene.

Statistisk beskrivelse af tilgang og afgang. Da det er hensigten at give
en fremstilling af den elementare koteori, opstilles meget simple forud-
seetninger for emnernes ankomst til (og afgang fra) arbejdsstedet.

Vi sgger at udlede sandsynlighedsfordelingen for antal emner, der i
lobet af et tidsrum af given lengde ankommer til arbejdsstedet. I al-
mindelighed vil udseendet af denne sandsynlighedsfordeling veere af-
hengig af det givne tidsintervals placering og af systemets virkemade i
de foregdende tidsperioder. Vi indskreenker os imidlertid til at betragte
en situation, hvor de forhold, der er afggrende for tilgangen af emner, er
sé stabile, at den sggte sandsynlighed, P(t), for tilgang af x emner kan
antages at vare den samme i ethvert tidsinterval af lengden ¢ og uaf-
heengig af systemets forhistorie.

Der opstilles folgende forudssetninger:

Forupsarning 1. Sandsynligheden for ankomst af et emne i et tids-
interval af leengden At er for sma At tilnsrmelsesvis proportional med
4t, d.v. s. A4t +o(4t), hvor o(4t) er uendelig lille af hgjere orden end A,

At
o t)—> 0 for At 0. Sandsynligheden for ankomst af to eller

saledes at

flere emner i At er o(At).

Forupsarning 2. Sandsynligheden for ankomst af et emne i interval-
let At er uafhengig af A¢’s placering pa tidsaksen; d. v. s. 4 er uafhangig
af ankomsttidspunktet.

ForupsaTNING 3. Sandsynligheden for ankomst af et emne i A¢ er
uafhengig af det i forvejen ankomne antal emner; d. v. s. 2 er uafhengig
af z.

"Konstanten A kaldes ankomst- eller tilgangsintensiteten og males i antal
ankomne emner pr. tidsenhed.
Det skal nu vises, at de opstillede forudsetninger medferer, at til-
gangen af emner statistisk set kan beskrives ved Poissonfordelingen.
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Vi betragter tidsrummet (0, t) og i forleengelse heraf et lille tidsinterval
At, se fig. 2. Den heendelse, at der ankommer x emner i tidsintervallet
0 t  t+at
Fig. 2 '

(0, t+ At), kan realiseres pa folgende mader, der gensidigt udelukker
hinanden:

1. Tilgang af x emner i (0, t) og 0 emner i (¢, ¢+ 4¢t). Sandsynligheden
herfor er P,(t)(1—A4t— o(4t)).

2. Tilgang af x— 1 emner i (0, t) og 1 emne i (¢, ¢+ A¢). Sandsynligheden
herfor er P,_,(t)(A4t+ o(4t)).

3. Tilgang af x—» emner i (0,%) og » emner i (¢, t+At), hvor »= 2.
Sandsynligheden herfor er o(4?).

Sandsynligheden for tilgang af z emner i tidsintervallet (0, ¢+ A¢) er
summen af de under 1-3 nevnte sandsynligheder, d. v. s.

(1)  P(t+4t) = P(t)(1—Adt)+ P, ,()Adt+o(At) forz = 1.

I tilfeldet =0 opstar mulighederne 2 og 3 ovenfor ikke, siledes at man
i dette tilfeelde far

(2) Py(t+4t) = Py(t)(1—24t)+o(4t) .
Af (1) og (2) kan dannes differenskvotienterne
P (t+At) —P(t) o(4t)
= — AP (t)+ AP, ,(t)+ ——
At l m( )+ :c—l( )+ At
o8 Pot+40=Pot) _ o(4t)
At B 0 at

der for At — 0 forer til differentialligningerne
Pi(t) = —AP(t)+AP, 4(t) for x 2 1,  Py(t) = —2AP(t).
Opstiller man som begyndelsesvardier »
P0)=0 forxzz1  Py0)=1,
har differentialligningerne lﬂsnihgen
(At)=

e
z!

(3) P, = 5 =10,1,2,....

Fordelingen (3) er for ethvert givet ¢ en Poissonfordeling og angiver
sandsynligheden for ankomst af 2 emner i et tidsinterval af leengden ¢.

Middelverdien og spredningen i fordelingen er henholdsvis A og ]/ZZ

11*
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Det er bemerkelsesveerdigt, at det gennemsnitlige antal emner, der an-
kommer, er proportionalt med tidsperiodens lzengde. Endvidere bemser-
kes, at ankomstintensiteten 1 angiver det gennemsnitlige antal emner,
der ankommer pr. tidsenhed. Benytter man f. eks. 10 minutter som tids-
enhed, er 4 gennemsnittet pr. 10 minutter, hvoraf fglger, at gennemsnit-
tet f. eks. pr. time er 61.
Hvad angar afgangsforholdene, vil disse vare betinget af omsteendig-
heder, der er af forskellig karakter for forskellige typer af processer. En
" central storrelse i sa henseende er betjeningstiden. For nogle processer,
f. eks. simple arbejdsoperationer af rent routinemsessig karakter, vil det
ofte vare rimeligt at gore en antagelse om konstant betjeningstid pr.
emne. Andre typer af processer er af en karakter, der kan nedvendiggere
en forudsetning om tilfaeldigt varierende betjeningstider; i s& tilfelde
rejser sig spergsmélet om valg af en sandsynlighedsfordeling til beskri-
velse af betjeningstidernes variation. I det fglgende opstilles de samme
foruds®tninger for afgangsforholdene, som foran er opstillet for tilgangs-
forholdene, siledes at afgangen af emner ved fuld beskeftigelse pa
arbejdsstedet statistisk set beskrives ved Poissonfordelingen. Kaldes
afgangsintensiteten for u, er

(put)®

*) Pyt =

et =012 ...,
sandsynligheden for betjening af x emner i et tidsrum af leengden ¢.

Man kan ogsé studere ankomst- og afgangsprocessen ved som statistisk
variabel at betragte tidsafstanden mellem de successivt ankommende
emner og tidsafstanden mellem de afgéende emner ved fuld beskaeftigelse
pd arbejdsstedet (betjeningstiden). Medens i beskrivelsen foran sterrel-
sen ¢ var parameter, er { nu en stokastisk variabel.

Betingelsen for, at tidsafstanden mellem ankomsten af to pa hinanden
folgende emner er mindst ¢ og hajst ¢ + At tidsenheder, er, jfr. fig. 2,

1. at der ingen emner ankommer i intervallet fra 0 til ¢; sandsynlig-
heden herfor fas af Poissonformlen for =0 og er altsi e, og

2. at der dernzest i det lille tidsinterval fra ¢ til ¢+ At ankommer et
emne; sandsynligheden herfor er ifglge forudseetning 1 lig med A4t + o(A4¢).

Den sogte sandsynlighed er produktet af de under 1 og 2 neevnte sand-
synligheder, d.v.s. lig med Ae~#4t+o(4¢t). Sandsynlighedsfordelingen
for tidsafstanden ¢ mellem to ankommende emner er altsé.en eksponential-
Jordeling
(5) P = Ae M 0<t<oo,

hvor p, betegner sandsynlighedsteetheden.
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P4 tilsvarende made er betjeningstiderne eksponentielt fordelt:
(6) pp=pe ™, 0<t<oo.

Eksponentialfordelingen har den simple egenskab, at middelveerdi og
spredning er lige store, for de nezvnte to fordelinger henholdsvis 1 /A og
1/u. At middelveerdien er som anfert, er intuitivt klart; ankommer der
gennemsnitligh 2 emner pr. tidsenhed, mé ngdvendigvis den gennem-
snitlige tidsafstand mellem emnerne veere brokdelen 1/4 af denne tids-
enhed.

Statistisk beskrivelse af systemet. Idet vi nu tenker os, at processen
kan karakteriseres ved Poissontilgang af emner og eksponentielt fordelte
betjeningstider, vil vi give en statistisk beskrivelse af det, der i fig. 1 er
kaldt systemet, d.v.s. keen (de ventende emner) plus de emner, der
bliver betjent.

Det er klart, at forholdene pa arbejdsstedet, specielt organiseringen af
keen, spiller en rolle for nogle af de forhold, der pékalder interesse,
£, eks. for fordelingen af ventetiderne. Vi vil gore folgende forudseetninger:

ForUDSAETNING 4. Emnerne bliver betjent i den raekkefolge, hvori de
ankommer til arbejdsstedet.

FoRrRUDSAETNING 5. Der kan pa arbejdsstedet kun betjenes eet emne ad
gangen.

Herefter rejses sporgsmalet: Hvad er sandsynligheden P,(t) for, at der
pa et vist tidspunkt ¢ befinder sig  emner i systemet, x=0,1,2, ...7?

z
z+1+ ®
\
r @7@
z—1r ®
1F ®
L \ 0 .t
14 t+A4t
Fig. 3

Den heendelse, at der til tidspunktet ¢+ At befinder sig =1 emner i
systemet, kan realiseres pa folgende mader, der gensidigt udelukker hin-
anden (jfr. fig. 3):



142 ERNST .LYKKE' JENSEN

L. Antallet er « til tidspunkt ¢, og der hverken ankommer eller afgar
et emne i tidsintervallet 4¢. Sandsynligheden herfor er :

P(t)(1—24¢—o(4t))(1 —udt—o(4t)) .
2. Antallet er x—1 til tidspunkt ¢, og der ankommer, men afgir ikke
et emne i tidsintervallet Af. Sandsynligheden herfor er
Py y(0)(24t+0(At))(1— pdi — o(4t)) .

3. Antallet er x+1 til tidspunkt ¢, og der ankommer ikke, men afgar
et emne i tidsintervallet Af. Sandsynligheden herfor er

Ppa(8)(1 =24t — o(A8)) (udt + o(At)) .

4. Antallet endres to eller flere. gange i tidsintervallet A¢. Sandsynlig-
heden herfor er o(4¢).

Sandsynligheden for « emner til tidspunkt ¢ + A¢ er summen af de under
1, 2, 3 og 4 anforte sandsynligheder:

Po(t+4t) = Po(t)(1-24t—o(At))(1— pdt—o(At))
(7 + Py (8)(A4t + o(A8))(1— pudt — o(4t))
+Px+1(t)(l——ZAt—0(At))(,uAt+o(At))+o(At) for x 2 1.

Pa tilsvarende made fas sandsynligheden for z=0 emner i systemet til
tidspunktet ¢+ A¢:

(8) Pyt +4t) = Py(t)(1— A4t —o(At))
+ Py (t)(1—24t — o(At)) (udt + o(At)) + 0(A¢) .

Af (7) og (8) fas differenskvotienterne

P,(t+4t) — P,(t)
At

= —(A+u— l/zdt)Pz(t) +A(L—udt)P,_(t)

At
+[u(1——Mlt)Pz+l(t)+(i(zﬁ2 for x 2 1

og
Pyt +A4t)— P, (¢ At
ﬂizz—m—o-(- ) = —APy(t)+ u(1 —248)P,(t) + o ).
Heraf fas for At — 0 differentialkvotienterne
(9 Put) = —(+m)Py(t)+ APy () + uPyy(t) fora 2 1

og
(10) Py(t) = —APy(t)+ uPy(t) .
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Formlerne (9) og (10) angiver den pa tidspunkt ¢ eksisterende tendens til
eendring i sandsynligheden for tilstedeverelsen af x emner i systemet.

Storrelsen af sandsynligheden for x emner i systemet afhznger af
observationstidspunktet, se fig. 4; f. eks. vil det ofte veere sadan, at sand-

APy(t)
P (t+A4t)—Pylt)
At
t
t  tt+at to

Fig. 4

synligheden er voksende i observationsperiodens begyndelse. I mange
situationer vil man imidlertid se, at systemet efter nogen tids forleb, pa
fig. 4 efter tidspunkt f,, statistisk set nesten har naet et ligevaegtsleje,
der er karakteristisk derved, at sandsynligheden P,(t) er konstant, d. v. s.
uafheengig af ¢. Man siger om denne tilstand, hvor altsid sandsynligheds-
fordelingen for antal emner i systemet har samme udseende p& ethvert
tidspunkt (tlim P(t)=P,), at systemet er i statistisk ligeveegt. 1 det fel-

gende betragtes kun systemet i den statistiske ligeveegtssituation.

Statistisk ligevaegt er ensbetydende med, at differentialkvotienterne
(9) og (10) er lig med 0. Idet tidsangivelsen pa sandsynlighederne nu er
overflgdige, har man

(11) ~(A+p)Py+AP, y+uP, =0 foraxz1l
og
(12) —AP0+/1P1=0.

Med henvisning til fig. 5 og relationen (11) kan statistisk ligeveegt ka-
rakteriseres som en situation, hvor de kreefter (udtrykt ved AP, +uP,),
der treekker i retning af endring af tilstanden »r emner i systemet«,
neutraliseres af de krefter (udtrykt ved AP, ,+uP,.,), der trekker i
retning af opretholdelse af denne tilstand. Da AP,=uP; i henhold til (12),
kan den statistiske ligevesegtssituation karakteriseres endnu simplere
derved, at den gennemsnitlige stremning »fra x til « + 1« (AP,) skal vare
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lig med den gennemsnitlige stremning »fra z + 1 til @« (uP,,,), jfr. formel
(14) nedenfor. : :

- wPy nPr i1

Fig. 5

Indfgres forholdet mellem ankomst- og afgangsintensiteten

0=,
4

der ofte kaldes trafikintensiteten, fas af (11)
Pz+1_Pap = Q(P:c—Px—l) ’

der ved summation giver

(13) Pyiy—Py = o(P,—Py) .

Da (12) er ensbetydende med P,=gP,, kan (13) reduceres til
(14) Pa:+1 = QPz

med lgsningen o

(15) P, = o*P,.

Da det er en sikker handelse, at x=0 eller =1 eller z=2 o. . v., skal
summen af sandsynlighederne i formel (15) veere lig med 1, d. v. s.

(16) ZJPZ= 02;9”=1.
For at der skal kunne eksistere statistisk ligeveegt, ma den her forekom-

mende rekke konvergere; dette antages derfor:

ForupsaETNING 6. Trafikintensiteten ¢ er mindre end 1, d.v.s. til-
gangsintensiteten er mindre end afgangsintensiteten.

Med denne forudsatning giver formel (16)

Py=1—p,
der indsat i formel (15) giver
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(17) P, =¢%1l-p), =0,1,2,..., o<l1.

Dette er altsa sandsynlighedsfordelingen (den sikaldte geometriske for-
deling) for antal emner i systemet, nar dette er i statistisk ligeveegt. Lad
os kalde den for systemets ligevegtsfordeling.

Da den stokastiske variabel er et antal, er fordelingen diskontinuert.
Endvidere er det en stadig aftagende fordeling, idet voksende x medfgrer
aftagende P,. Hvor kraftigt fordelingen aftager, beror pa storrelsen af
trafikintensiteten; jo mindre o er, des hurtigere formindskes sandsyn-
lighederne i starrelse.

Sandsynligheden for  mindre end eller lig en given veerdi @ er

a 1 — patl
(18) Pazga= (1—9)291::: (I_Q) 1 0 = 1_9a+1,
x=0 -
og tilsvarende bliver
(19) P,.,=0".
Af formel (19) fas specielt
(20) o=P,.,.

Trafikintensiteten er altsa lig med sandsynligheden for, at der befinder
sig eet eller flere emner i systemet. Da der kun kan betjenes eet emne ad
gangen, kan man ogsd sige, at trafikintensiteten er lig med sandsynlig-
heden for fuld kapacitetsudnyttelse pa arbejdsstedet (i telefonisproget:
Der er optaget), eller endelig lig med det gennemsnitlige antal (altsd et
tal mellem 0 og 1) emner, der befinder sig pa arbejdsstedet (den gennem-
snitlige kapacitetsudnyttelse af arbejdsstedet).

Endelig vil vi finde middelveerdien i fordelingen, d. v. s. udtrykket for
det gennemsnitlige antal emner i systemet. Ifglge definitionen pa en
middelveerdi fas

o)

(21) M, = ‘;;z-gm(l—g) = ' (xo® —x0™*1)

x=0
= Y (vem— (@+1)g*+") = Yo" = 2
z=0 =0 1-9

Da o=Ai/u og 9=P,-q, d.v.s. 1—g=P, kan gennemsnitsudtrykket
skrives pa felgende former:
0 A P,., 1-P,

29 M =— == = = -
#2 *l-g p—4 P, P,

Udtrykt ved den sidste relation er det gennemsnitlige antal i systemet lig
med sandsynligheden for fuld kapacitetsudnyttelse divideret med sand-
synligheden for tomgang pa arbejdsstedet.
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Statistisk beskrivelse af koen. Af de foregiende resultater kan man
umiddelbart udlede en formel for den tid, som emnerne gennemsnitligt
mé vente ¢ koen, for de nar frem til betjening pa arbejdsstedet; thi den
gennemsnitlige ventetid er produktet af den gennemsnitlige betjenings-
tid 1/u og det gennemsnitlige antal emner 4 systemet o/(1—p),

__°¢ _ 2
opl-e)  u(u—1a)"

Det bemeerkes, at denne formel kun vedrerer ventetiden i keen; den
inkluderer ikke betjeningstiden pa arbejdsstedet. Den samlede ventetid,
d. v. s. ventetiden i systemet, er gennemsnitligt

(23)

1 1 1
24 = - -
29 Wa=Watg p(l—g)  p—2
Af de emner, der ankommer, vil nogle kunne betjenes gjeblikkeligt,
d. v.s. have en ventetid i koen lig med 0; dette er tilfeeldet, nar der
ingen emner befinder sig i systemet ved det pageldende emnes ankomst ;
sandsynligheden herfor er ifglge formel (17) lig med Py=1-p. Ser man
kun pa de emner, der forsinkes, er den gennemsnitlige ventetid i keen for
disse emner

Poow o u(l—g) p—2i’

(25)

o~
|
|
|
I
|
|

idet P, ,=p er sandsynligheden for forsinkelse i koen. Den gennemsnit-
lige ventetid i keen for de forsinkede emner (W3) er altsd lig med den
gennemsnitlige ventetid i systemet for samtlige emner (W,). Endelig er
den gennemsnitlige ventetid i systemet for de forsinkede emner
(26) Wy= Wyt 27€ _ 2=

v p(l—g)  p(u—42)

Nér man kender systemets ligeveegtsfordeling, kan man straks op-
skrive udtrykket for sandsynlighedsfordelingen for antal emner i koen
under statistisk ligevaegt. Denne fordeling kaldes keleengdens ligeveaegts-
fordeling.

En ko pid 0 emner svarer til, at antal emner i systemet er O eller 1.
Sandsynligheden herfor er ifglge formel (18) lig med 1—2 Igvrigt er
sandsynligheden for en kelengde pa y lig med sandsynligheden for y+ 1
emner i systemet. Kolengdens ligeveegtsfordeling har derfor i henhold
til formel (17) folgende udseende:

27) P, =gt (1-g) fory 21, P,=1-—p2.
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Til beregning af sandsynligheden for en ke under eller over en given
lengde kan folgende formler benyttes, jfr. formel (27):

a
(28) P,o,= (1—0)+ 2 vt (1—g) = 1-¢*% Py, ="

y=1

Den gennemsnitlige kelengde M fas som forskellen mellem det gen-

nemsnitlige antal emner i systemet, der ifolge formel (21) er lig med
0/(1—p), og det gennemsnitlige antal emner, der befinder sig pa arbejds-
stedet; dette sidste gennemsnit er lig med trafikintensiteten g, jir. s. 145.
Man har derfor

(29) Mg=-——p= .
e 1-¢

0 0?
1-—

Eksempel. Ved etablering af arbejdsstedet eller ved en omorganisering
af betjeningsforholdene pé et allerede eksisterende arbejdssted mé man
skaffe sig et skon over den normale, eller fastliegge den gnskveerdige
veerdi af trafikintensiteten ¢. Man kan i s& henseende g frem pa forskellig
méade.

1. Man kan ved hjzlp af kontrolkort- og histogramteknik foretage en
registrering af ankomst- og afgangsforholdene og derved bestemme skon
over 1 og u.

2. Vi har set, at =P, ,. Trafikintensiteten er altsd lig med sandsyn-
ligheden for, at der befinder sig mindst eet emne i systemet, eller, hvad
der er det samme, sandsynligheden for, at der finder betjening sted pa
arbejdsstedet. Observerer man dette forhold pa tilfeeldigt valgte tids-

Omkost-
ninger ity

A\

Cy
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punkter, er den relative hyppighed af tilflde, i hvilke betjening finder
sted, et sken over p.

3. I mange tilfeelde er man ikke herre over ankomstforholdene, sa-
ledes at'man mé tage til efterretning den veerdi af 1, som iagttagelserne
giver anvisning pé. Derimod har man, f. eks. ved rationaliseringsforan-
staltninger p4 arbejdsstedet, til en vis grad herredomme over u. Det
drejer sig da om bestemmelse af en i gkonomisk henseende optimal veerdi
af u, og dermed af g. Der er naturligvis visse omkostningselementer, der
traekker de samlede omkostninger i opadgiende retning, nar tempoet for-
gges pa arbejdsstedet (kurven c, pa fig. 6); til gengzeld treekker andre
omkostningselementer (herunder ikke at forglemme tab, der er en falge
af, at emner forlader koen pa grund af utadlmodighed) i modsat retning,
kurven ¢, pa fig. 6. Hvor de samlede omkostninger ¢, + ¢, har minimum,
findes den optimale veardi af u.

Nér g er fastsat, kan den foregéende teori benyttes til forudsigelse af
de kolengder og ventetider, som den pageeldende veerdi af o tilsiger.

Lad {. eks. o vere lig med 0.8. Den gennemsnitlige kelengde er da
ifglge formel (29)

0.82

M, = _
K~ 1-08

= 3.2 emner .

Det er ikke tilrideligt at feestne opmeerksomheden alene ved middel-
kolengden; der kan nemlig af og til ophobe sig temmelig lange kger. Til
belysning heraf er i nedenstiende tabel ved hjzlp af den forste formel
(28) beregnet nogle kumulerede sandsynligheder i keleengdens sandsyn-
lighedsfordeling. '

Kﬂlazngde Py, i%
0 36.0
5 79.0
10 93.1
20 99.3
30 99.9

Med en trafikintensitet pa 0.8 risikerer man siledes en gang imellem
koleengder helt op til 20-30 emner. P4 den anden side er der ingen kg i
godt en trediedel af tilfldene, og sandsynligheden for tomgang pa ar-
bejdsstedet er ifglge formel (17) Py=209%,.

Lad os antage, at den gennemsnitlige betjeningstid 1/u =10 minutter,
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hvoraf folger, at afgangsintensiteten x=0.1 emne pr. minut. I neden-
staende tabel er for forskellige veerdier af a beregnet

0
d.v.s. de kumulerede sandsynligheder i betjeningstidernes fordeling,
jfr. formel (6).

Betjeningstid .
a i]minugtter Pical %
0 0
1 10.5
2 18.1
5 39.3
10 63.2
15 7.9
20 86.5
30 95.0
40 98.2
50 99.3

Det gennemsnitlige antal emner i systemet er ifglge formel (21)

0.8

¢ = — = 4 emner.
0.2

Heraf folger, at den gennemsnitlige ventetid i keen er

1
W, = My — = 40 minutter,
uw
jfr. formel (23) for u=0.1 og A=p-u=0.08. Leegges hertil den gennem-
snitlige betjeningstid pa 10 minutter, ses det, at emnernes gennemsnitlige
opholdstid i systemet er W,=>50 minutter.
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LITT MER OM VALGMETODER

OLAV ASE

Til Carl-Erik Frobergs og Folke Erikssons meget interessante utred-
ninger om proporsjonale valgmetoder i NMT 5 (1957) vil jeg gjerne gjore
noen merknader.

Etter min mening m4 en skille mellom valg hvor en bare har en enkelt
valgkrets, f. eks. et kommunevalg, og valg hvor en har mange kretser,
som ved et valg til en nasjonalforsamling.

Som et eksempel pa det forste tar jeg et sekundeervalg, et norsk for-
mannskapsvalg i en mindre kommune. Jeg ber kanskje nevne at formann-
skapet utgjer et utvalg innen kommunestyret. Jeg forutsetter folgende
partifordeling i kommunestyret: parti A 13, B 6, C 3 og D 3 representan-
ter. Det skal velges 7 formannskapsmedlemmer. Hver stemmeseddel har
7 listestemmer og partiene fir folgende listestemmetall: 91, 42, 21, 21.
De forskjellige oppgjersmetoder gir fglgende resultat: Sainte Lagués me-
tode og sterste broks metode (valkvotsmetoden) begge 3, 2, 1, 1. Droop-
ske metode: 4, 1, 1, 1. Den d’Hondtske metode: 4, 2, 1, 0. Ved den
siste metode far parti B ved annen deling samme kvotient som C’s og
D’s listestemmetall. Jeg folger da regelen i den norske kommunevalgloven
at mandatet gir til det sterste parti. Det forutsettes at parti C vinner
loddtrekningen mellom C og D om det siste mandat.

Eksemplet viser at bade Lagués og den storste breks metode gir det
dpenbart urimelige resultat at parti A som har flertall i kommunestyret
kommer i mindretall i formannskapet. Det kommer her tydelig fram at
disse to metodene favoriserer en oppdeling i smapartier. Det samme for-
hold vil ogs& kunne inntreffe ved et primervalg, nar det sterste parti har
vel 509, av stemmene. De vanlige sperreregler forer her ikke fram, og jeg
mener at disse to utregningsmater ma forkastes.

Regner vi i ovenstaende eksempel ut antall listestemmer pr. mandat
for hvert parti far vi ved den d’Hondtske metode: A 223, B 21 og C 21.
Parti D har ogsé 21 listestemmer, men dette er mindre enn A’s listestem-
metall pr. mandat. A benytte antall stemmer pr. mandat for hvert parti
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som grunnlag for fordelingen mener jeg mé gi det riktigste resultat. Jeg
anser derfor den d’Hondtske metode som den beste for en enkelt valg-
krets.

" Jeg kan nevne at denne metode brukes ved norske kommunevalg med
en noe forenklet utregning, slik at forst fordeles de heltallige mandater
etter den Droopske metode, og deretter eventuelt resterende mandater
ved hjelp av den d’Hondtske metode. For & unnga loddtrekning ved valg
av ordferer m. v., det sikalte vippestyre, er det ved siste lovrevisjon be-
stemt at antall representanter skal vere et oddetall.

Ved et valg i mange kretser blir forholdet annerledes. Som vist av
Froberg faller ved den d’Hondtske metode alle avvik fra en prosentvis
fordeling ut til fordel for det sterste parti og summerer seg derfor opp.
Lagués metode og den sterste breks metode virker utjevnende, nir en
forutsetter at partistillingen varierer tilstrekkelig fra krets til krets, og
en velger en passende sperring. Denne sperringen mener jeg ma velges
pa erfaringsmessig grunnlag, da forholdene kan variere fra sted til sted
og fra tid til tid.

Replik:

Om man skall fordra att ett parti, som fatt majoritet vid primérval
skall ha majoritet d&ven vid sekundérval, dr en politisk och inte materma-
tisk fraga, som inte skall behandlas hir. Man maste dock ha klart for sig
att en sadan fordran med nodviindighet innebar ett systematiskt fel. Da
bade uddatalsmetoden och valkvotsmetoden i stort sett &r fria fran syste-
matiska fel, maste de sjilvfallet emellanat ge utslag till nackdel for majo-
ritetspartiet. Man kan dock inte hérav draga den slutsatsen, att de
nimnda metoderna favoriserar en uppdelning i smépartier, och det ar
litt att ge exempel, som pekar i rakt motsatt riktning. Att konstruera en
valmetod, som garanterar ett parti med 50%, av rosterna minst halften
av mandaten och som dessutom &r fri fran systematiska fel 4r inte moj-

ligt. You can’t eat the cake and have it!
Carl-Erik Froberg




ETT PAPEKANDE TILL ETT PROBLEM
OM KVADRATROTTER

LARS INGELSTAM

Ett problem givet i American Mathematical Monthly (Vol. 58 (1951),
p. 566) lyder: Visa att man f6r varje naturligt tal p kan skriva

(V2-1p = Ym+1-Vm.

Om man i stéllet for [/‘TZ —1 har J/n+1 —‘/;b, dér » ar ett naturligt tal,
finner man en motsvarande relation; sa ar t. ex.

(V7-V6)* = /113569 — /113568 .

Denna generalisering r given och 1ost i Mathematics Magazine, Vol. 31,
No. 3, p. 165. Nedanstéende ar ett nytt bevis for detta.

Sars: Lat n vara ett naturligt tal och @, den oéndliga cykliska grupp,
som talet a= l/n+ 1+ I/;L genererar med kompositionsregeln multipli-

kation. D& giller, att varje element i G, har formen g=]/7_n—+—1 + ]/E
(m naturligt tal).

Bevis: a har en invers a~1=|/n+1— ]/1—2, tyaesl=ala=n+l—-n=1.
Sitt ¢ =a? dir p ar ett naturligt tal. p kan skrivas pa formen p=22-p,
dir p, ar udda och ¢ = 0. Emedan

at = n+l+n+2)n(n+1) = V4n2 + dn+1+)4n2+4n,

har alltsé a? formen g. Genom upprepad anvindning av detta resultat
inses att alla a2’ har formen g.
For en udda positiv exponent p, giller

(1) aPl = (‘/n——}-]_—l— V')_’I,)m = Ml/m'l'Nl/% .

M erhalles ur term nr. 1, 3, 5 osv. i binomialutvecklingen, N ur term nr.
2, 4, 6 osv.; M och N ar naturliga tal.

NMT. Hefte 4, 1958 — 12 [153]
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Om man byter tecken pa [ﬁz byter endast termerna med nr. 2, 4, 6 osv.
tecken, och man far

2) (Vn+1-Yn)y* = MYn+1-N}/n.
Ekvationerna (1) och (2) multipliceras ledvis, vilket ger
1= M3n+1)—N2n.

Séittes N2n=m si ar alltss M*(n+1)=m+1 och a”'=}/m+1+ ]/;n_, dvs.
aP! har formen g¢.
For p=22-p, fas da:

(v Ly = (e L] = (Vo T4ymp = Vs 1+

for vissa naturliga tal m, och m, d. v. s.c= (Vﬁﬁ +]/;z)” ir av formen g.
Om d=aP framgir direkt ur rikningarna att d=}/m+ 1 —]/9;, som &r
av formen g¢.
Resultatet kan sammanfattas salunda: Till varje par n, p av naturliga
tal hor ett naturligt tal m, sddant att

(nt+14)np =Vm+1)m
(Vn+1£)ny? = Ym+15)m.




POTENSSUMMER AV DE NATURLIGE TALL

JOHS. LOHNE

Vi betrakter forst summer 'av formen

8, = 8,(m) = 3 n2r+1 .
n=1

Uttrykkene for 2'n? blir nemlig enklest nar p er et oddetall. Da gjelder

formlene

._1(m+1)!

0=

17 9 m—1)!" 4 (m—2)!

2T 9 m—-1)!" 4 (m—2)!

og alment

(1)

der K,,=1, K, ..., K

2 (m—1)
! l(m+2)!

1(m+1)

!

1m+1)! 5m+2)! 1 (m+ 3)!

Sr(m) =

6 (m—3)!°

" K, (m+s)!

8=1

2s (m—s)!’

K, py1=1 er heltallige koeffisienter. Noen av

disse koeffisienter er gitt i tabellen nedenfor:

2r+1 Krl Krz K73v Kr4 Kr5 KTG Kﬂ Krs

1 1
3 1 1
5 1 5 1
7 1 21 14 1
9 1 85 147 30 1

11 1 341 1408 627 55 1

13 1 1365 13013 11440 2002 91 1

15 1 5461 118482 196053 61490 5278 140 1

12%
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Tabellen kan fortsettes pa liknende méate som Pascals talltrekant, idet
en har rekursjonsformelen

(2) Kr+1,s = Kr, s—1+82Krs .
For summene

T, = Ty(m) = 3 nrs®
far vi "
2m+1 1 (m+1)!
O T Ty 3m—1)!
2m+1(1(m+1)!1 1 (m+2)!
1T e {§(m—1)1 B(m—z)!}
2m+1(1(m+1)! 5m+2)! 1(m+3)!
2T g {§(m—1)! 5 (m—2)! 5(m-3)1}’
og alment
3) T,(m)=2m+1 ™1 K., (m+s)!

2 = 2+1(m—s)!’
der koeffisientene K, er de samme som i formel (1).

For & komme fram til formel (1) vil vi forst vise at en kan finne slike
tall K,,, uavhengige av n, at v
n! n+1)! n+r—1)! n+r)!
+ ,2( ) +...+K ( ) ( ) .
(n—1)! (n—2)! (n—n)! (n—r—1)!

(4) nEr+l = Krl

rr

Skal dette gjelde for n=1, fglger nemlig forst K, =1; tenker en seg da

K., K,, ..., K, bestemt, far en av (4) for n=s+1 at
(s+1)! (28)! (2s+1)!
(8+1)2r+1 = Krl 51 +-"+KrsT T’S+1_T’

som da bestemmer K, ;.
Setter en da i (4) etter hvert n=2, 3, ..., s, kan en skrive liknings-
settet

SRS

s = () (7)o

s+1 s+2 2s—1
gril_g = 3!( * )Kr2+5!(8 )K,3+...+(2s—1)z( )K
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Determinanten for dette likningssystemet er 3!5! ...(2s—1)!, og vi far
derfor

(3) 0 0 ... 0 wa_g
(;‘) ((5)) 0 ... 0 gwra_3
® Ku= gt B () () o e

s+1 s+2 (s+3)'” (28—2) s2rl_g
s§—2 s—3 s—4 1

Setter vi na i formel (4) n=1, 2, ..., m og summerer, far vi

m n! (rn+1)! (n+r—1)! (n+7r)!
Sy(m) =,£{(n—-1)!+KT2(n—2)! ™ (n—r)! (n—-r—l)!}
(n+1) ™ (n+r—1)! mo (n+1)!
-—2)' a g ! S (—r=1)V

m
= 2 n+K,, 2
n=1
som gir formel (1) nir vi gjor bruk av summeformelen

o (m+s—1)! 1 (m+s)!
2o n—s)! 25 (m—s)!’

n=s

en formel en lett verifiserer, f. eks. ved & danne differensen til hgyre side:

1 (m+s)! l(m 1+s)! (m+s—1)!
2s (m—s)! 2s8(m—1—g)!  (m—s)!

Multipliserer en formel (4) med n, far en formel (3) pd samme mate
ved hjelp av
™ (p+s—1)! 2m+1 (m+s)!
=" Tl 2(2s+1) (m—s)!’

som ogsd lett verifiseres om en danner differensen til hgyre side.

Av rekursjonsformelen! (2) framgar ogsa at alle K, er hele positive
tallfors=1,2, ...,r+1, og av (5) og Fermats sats folger at K,,, ..., K,,
alle er delelige med p dersom p=2r+1 er primtall.

Som eksempel anfgres til slutt formelen

1 Bt bevis for denne rekursjonsformel er gitt i den etterfelgende artikkel av R. Tambs
Lyche.
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Ss=2mn11=l(m+1)! 341 (m+2)! 1408 (m+3)!
2(m-1)!" 4 (m—2)! 6 (m—3)!

n=1
627 (m+4)! 55 (m+5)! 1 (m+6)!
'8 (m—4)! 10(m—5)! 12 (m—6)!"

Bruker en den vanlige formelen ved hjelp av Bernoullis tall, far en

1 1 B, 711 B, /11
o 12 il g 2 10, 4 8
85 = pmitym +2(1)m +4(3)m

By /11 By /11 By, /11
_— 6 _° 44 Y 2
+6(5)m+8(7)m+10(9)m’

med By,=1}, By=—5, Bg=4%, Byg= —3, Bjy=4¢&. Her kan en notere seg
at denne siste formelen alltid krever utregning av alle formelens ledd,
mens formel (1) vil forenkles dersom m er et lite tall, derved at en rekke
ledd forsvinner; saledes er jo
13! K, 4!
— 12r+l p92r4l . _ r2
S,(2) = 12r+14 92r .

21! 4 ol




TILLEGG TIL FORANSTAENDE ARTIKKEL

R. TAMBS LYCHE

De formlene Johs. Lohne har funnet for potenssummene 27", n? er in-
teressante av flere grunner. For det forste er hans koeffisienter K, posi-
tive, uavhengige av m, og felles for de to formler han gir etter som p er
et oddetall eller et partall. For det andre viser hans determinantformel (5),
som bare inneholder r i siste spalte, at en kan skrive K,, pd formen

1

1) (23—1)'

JSVAs:t”+1 ),

rs
der igjen A, er uavhengige av r, slik at disse tallene A4 er felles for alle
potenssummer.

Det viser seg videre at disse koeffisientene har en meget enkel opp-
bygning, idet en har formelen

28
s—t

(@) A= (=1 (
S

Av Lohnes formel (5) far en 4,

<21t) (Ztgl) 0 0
(3) Ay = (—1) (37 () (%) 0
(ENIL) G (T

=1, samt for 2<t<s—1:

En kan nok utlede (2) direkte av (3), men dette synes & kreve en brysom
regning. Derimot er det lett av (3), ved opplesning etter forste spalte, &

utlede rekursjonsformelen

) As,t+1+ (

2t
1

2t+1

@ A ( ;

)As,,+2+...+(

s+t—1
s—1

)Ass= 0

[159]
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for t<s, og s& vise at denne likningen er oppfylt om en setter inn 4,
etter (2). Vi setter da, for t<s,

Qat =28'(H;:1)Asi = t—l)jzs’(—l)ii(t*;i_‘tl)( 2s > .

i=t s—1

Av binomialformelen

(1 +x)2e =.Zs’ ( 28.) xSt

finner en e

5) xs+1%[(ﬁ12f)zs} — —s(l—az)(1 ) = ~=2_z(8?_‘9@) oy
Videre er

©® e 37 )ar - S (T a

Av (5) og (6) far en da

(—1)ts(1—z)(1+z)2s-2t-1 =_j:‘ f(—l)fi (”.j_l)(

i=—8 j=t ]_t

28

L) xSt |
s—1

Lar vi K, [f(x)] bety koeffisienten for 2™ i maclaurinrekken for f(x), gir
dette

K, [(—1)ts(1 —a?)(1 +x)2s-2t-2] = iw (—1)i4 (H—.i—l) ( 2s )

= 1—t §—1
og da = (=1rsQu
28—2t—2 28 — 2t —2
g 25-2-2] _ _ =
K ([(1—at)(1apeores) = (T H75) (BT o,

blir som pastatt @,,=0.
For koeffisientene K, i Lohnes formler gir dette

™ K,y = 37—y 22D

—_— 2
banrd (s—t)!(s+1)!

8

v

2

idet K,,=1.
Koeffisientene K, er alle hele tall, noe som slett ikke synes innlysende
etter formel (7). En far f. eks.

22r—1 3r—1 421
Kr4 = - + .
180 280 1260
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Lohnes rekursjonsformel (2) utledes lett av (7) ved
2

Kr+1,s”82Krs =£ (_1)s+tm(tzr(tz_sz)'}‘(sz—l))
o e 262(t2r — 1)
=£(_1) 1+’(s—1—t)!(s—1+t)!

s e
2 () T
= 3)

_ { Kr,s—1+Kls = Kr,s—l (3
0+K,,=1=K, (s = 2).



BOKMELDINGER

E. ArTIN: Geomelric algebra. (Interscience tracts in pure and applied
mathematics 3.) Interscience Publ., New York, 1957. 104214 pp. $ 6.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT 5 (1957), s. 149-150.)

Da vi skrev til forlaget for & fa tilsendt denne boken av Artin, ble
foresporselen mett med en viss forundring — tydeligvis fordi en anséa at
boken matte veere for vanskelig for leserne av et elementeert tidsskrift
som NMT. Vi kan ikke vere helt enig i dette. Store deler av boken er
sapass lettleste og kunnskapsmessig lite krevende at det snarere vil veere
manglende interesse enn manglende evner og kunnskaper som vil stoppe
en i lesningen. P& den annen side er det sikkert at en leser som kommer til
denne boken uten noen som helst algebraisk erfaring vil fa en hard jobb.
Men han vil i sannhet f& lenn for strevet. I virkeligheten ligger minst
999, av vanskelighetene i boken pa det rent algebraiske plan. Og det er
ikke uten en viss tilfredsstillelse at en algebraiker vil konstatere at han
kan tilegne seg kunnskaper om tilsynelatende fjerntliggende omréider av
matematikken praktisk talt gratis ved hjelp av relativt gode algebra-
kunnskaper.

Vi skal i det folgende ngye oss med & gi en relativt grundig omtale av
de to forste kapitlene av boken, idet det utvilsomt er denne delen som har
storst interesse for leserne av dette tidsskriftet. Annen halvpart er mer
teknisk og ikke sa lettlest.

En kan karakterisere forste halvdel av boken som en behandling av
affin og projektiv geometri i lys av den abstrakte algebra. I overensstem-
melse med dette kommer i forste kapitel en oversikt over de ngdvendige
_ algebraiske hjelpemidler. Her far en forst en moderne og elegant behand-
ling av vektorrom og deres dualitet. Selv om hovedanvendelsen av dette
forst kommer i siste halvpart av boken, ma en anbefale leseren ikke &
hoppe over noe. I virkeligheten er dualiteten av vektorrom en av den
moderne matematikks mest fundamentale ideer, som ingen kan slippe
forbi hvis han vil oppné en dypere og allsidig innsikt i matematikk.
Artin gjor da ogsd alt han kan for & overbevise leseren om dette. I for-
bindelse med avsnittet »Duality and pairings« sier han: »The content of
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this paragraph is of such a fundamental importance for most of modern
mathematics that every effort should be devoted to its mastery.« Og
senere — siden han nok har en mistanke om at dette avsnittet vil falle
enkelte tungt for brystet: »The unexperienced reader is urged not to give
up but to go over all definitions and mappings again and again until he
sees everything in full clarity.« Som en elegant anvendelse av avsnittet
»Duality and pairings« gis sa en behandling av teorien for linesere liknings-
systemer. Etter dette folger en introduksjon av gruppeteoretiske begreper
som normalisator, sentralisator, kommutator, ordnet gruppe ete., samt
grunnbegrepene i kroppteorien. Her gis det et delikat bevis (som skyldes
Witt) for Wedderburns sats om at enhver endelig kropp er kommutativ,
samt et bevis for en mindre kjent, men interessant sats av Hua. Forste
kapitel avsluttes med en innfering av ordnede kropper samt valuasjons-
begrepet. Alle disse algebraiske begreper og satser er tatt med fordi de
har geometriske anvendelser som blir behandlet i senere kapitler i boken.
Allerede i annet kapitel vil leseren fa se hoyst interessante geometriske
anvendelser av flere av disse satsene pa affin og projektiv geometri.

Annet kapitel begynner med en rent geometrisk-aksiomatisk innfgring
av to-dimensjonal affin geometri. De aksiomene som her innfgres fast-
legger hva en skal forstd med et affint plan. Det som er gitt er to mengder
(mengden av »punkter« og mengden av srette linjer« i et »plan«). En kan
p& en naturlig méite definere en parallellitetsrelasjon, og ved hjelp av
denne relasjonen samt relasjonen at et punkt ligger pa en rett linje kan
en innfgre de tre hovedaksiomene som karakteriserer forholdet mellom
de to gitte mengdene av punkter og rette linjer. Lost sagt er aksiomene
disse: (1) Gjennom to forskjellige punkter gar det én og kun én rett
linje. (2) Euklids parallell-aksiom. (3) Det eksisterer tre punkter som ikke
ligger pa en rett linje. Sett med Kleins Erlanger-syne er den gruppe av
avbildninger som vi i dette tilfellet er interessert i, de affine avbildninger
eller dilatasjoner som Artin kaller dem. Og for & f4 en interessant geome-
tri m& en postulere to ytterligere aksiomer som sikrer at det er tilstrekke-
lig mange dilatasjoner. Et av dem sier kort og godt at om P og @ er to
punkter s3 finnes det en dilatasjon som ferer P over i . En viser né lett
(avsnitt 5 i kapitel 2) at disse fem aksiomene er tilfredsstillet for den
vanlige to-dimensjonale analytiske geometri, hvor punktene er ordnede
reelle tallpar eller mer generelt ordnede par (&, ), hvor & og # herer til en
gitt kropp K, og hvor linjer er punktmengder av formen P-t¢), hvor P
og @ er punkter (vektorer) med @=+0 og ¢ varierer over K. Det interes-
sante er imidlertid at en omvendt ut fra de fem rent geometriske aksio-
mene kan konstruere en kropp K slik at vart to-dimensjonale affine plan
far den ovenfor antydede analytiske representasjon.
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Etter dette utleder Artin straks hgyst overraskende relasjoner mellom
kroppen K og det gitte affine plan. La oss forst nevne at de to siste ak-
siomene som angéar dilatasjonene er ekvivalente med hver sin form av
Desargues’ sats, slik at den geometrien vi betrakter ofte kalles Desargues’
geometri. (Generelt skulle vi da allerede kalle en geometri som oppfyller
de tre forste aksiomene for en affin geometri.) Artin viser na at den kon-
struerte kroppen K er kommutativ hvis og bare hvis den rent geome-
triske sdkalte Pappus’ setning gjelder. Pa grunnlag av den ovenfor nevnte
Wedderburns sats om endelige kropper kan en derfor slutte at i ethvert
Desargues’ plan med et endelig antall punkter gjelder Pappus’ setning.
Dette siste resultatet er spesielt interessant fordi en inntil na ikke har
veert i stand til & gi noe rent geometrisk bevis for dette. (Av Segre’s fore-
drag pa kongressen i Edinburgh syntes det imidlertid & fremgéa at han
nylig hadde kunnet gi et slikt geometrisk bevis.)

Det algebraiske grunnlaget om ordnede kropper anvendes sd pé ord-
nede Desargues’ plan, og en far f. eks. at Pappus’ setning gjelder i et
arkimedisk ordnet Desargues’ plan, ut fra satsen om at en arkimedisk
ordnet kropp er isomorf med en underkropp av kroppen av de reelle tall
og dermed spesielt er kommutativ. S& fglger en behandling av harmoni-
ske punkter og ogsa her far leseren innblikk i hgyst interessante sammen-
henger mellom algebra og geometri. For en-entydige avbildninger av en
linje pa seg selv som forer harmoniske punktpar over i harmoniske punkt-
par, blir den algebraiske satsen til Hua anvendt til & oppna en generali-
sering av en rent geometrisk setning av von Staudt. Annet kapitel av-
sluttes s4 med en moderne behandling av hovedsatsen i den projektive
geometri. Her gjor Artin til og med bruk av begrepet »exact sequence«
(»suite exacte«), som er s& bergmt fra moderne algebraisk topologi.

Det denne boken forst og fremst slar fast er at det er prinsipielt umulig
& oppné en dypere forstaelse selv av elementeer affin og projektiv geometri
uten den abstrakte algebras hjelpemidler. Dette folger allerede av den
ting at kroppen av de reelle (eller komplekse) tall er inadekvat til en
analytisk representasjon av en generell ikke-arkimedisk affin geometri.
En slik representasjon kan bare oppnés nar en tar generelle kropper i
bruk. Dernest viser resultatene i denne boken at klassisk affin geometri
basert pa de reelle tall ngdvendigvis mé skjule vesentlige geometriske
egenskaper, fordi det i det klassiske tilfellet ikke kan komme klart frem
at disse geometriske egenskapene er intimt knyttet til den spesielle struk-
turen av kroppen av de reelle tall. (Smign. Pappus’ setning.) Endelig viser
boken at relativt dyptliggende algebraiske satser (som Wedderburns
sats om endelige kropper) ogsa leder til dyptliggende rent geometriske
satser — s& dyptliggende at en inntil na ikke har veert i stand til & gi
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rene geometriske bevis for dem. Dette ma vel kunne overbevise de aller
fleste om verdien av de algebraiske metodene i Artins bok.

Artin sier i forordet at boken er oppstatt ut fra forelesninger han har
holdt for »beginning graduate students or advanced undergraduates«.
Det er neppe tvil om at de to forste kapitlene i boken f. eks. kunne fore-
leses i Norge for flinkere studenter pa bifagsnivé. Studentene ville gjennom
denne boken fi en meget god innfering i moderne algebra, som pa en
overbevisende méte viser dem nytten av de innforte abstrakte begreper.
A gi en innfering i abstrakt-algebraiske begrepsdannelser hvor en ikke
beviser noe av interesse i seg selv, eller som ikke forer noe sted hen i ret-
ning av anvendelser, er utvilsomt uheldig p dette trin. Det er sannsynlig-
vis bare egnet til & gjore den abstrakte algebra upopulzr blant studentene,
og skape motvilje mot aksiomatisk oppbygget matematikk i sin al-
minnelighet. En eldre universitetslerer som er lite trenet i begrepsmessig
og ren aksiomatisk tankegang vil kanskje finne at en bok som Artins vil
veare vanskelig for ham — men det betyr ikke p4 noen mate at det samme
er tilfellet med en ung og interessert student som fremdeles har hele sitt
pagangsmot i behold. Foruten & anbefale denne sjeldne boken pa det var-
meste til leserne av dette tidsskriftet, vil vi derfor ogsa anbefale at den
blir provd i universitetsundervisningen. K. E. Aubert

WERNER GRAEUB: Lineare Algebra. (Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften 97.) Springer-Verlag, Berlin, Géttingen, Heidelberg, 1958.
114219 S., 7 Fig. DM 35.70, Ganzl. DM 39.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne argang, s. 123.)

Fordi linezr algebra er viktig som hjelpemiddel i s& mange forskjellige
grener av matematikken og dens anvendelser, er det grodd frem et helt
spektrum av lerebgker i emnet; slik at hver bok sgker & tilfredsstille
noen av de mange ulike kravene som kan stilles til emnevalg og vanske-
lighetsgrad. P4 den ene ytterkanten har vi beker som skal dressere leseren
til & jonglere lett og uanstrengt med matriser og ligningssystemer, og s
finner vi alle overganger til abstrakte verker med si generelle begreper at
en matrise blir noe s& spesielt at det bare nevnes i et underkapitel. Stort
sett vil denne inndelingen etter emnevalg ogsi gi en gradering av laere-
bokene i linexr algebra etter vanskelighetsgrad, slik at de forstnevnte
bgkene stiller minst krav til leserens forkunnskaper og modenhet.

Skal vi preve & plasere denne lereboken i spektret, ber vi se etter i
forordet hva forfatteren sier om planleggingen av boken: »Seit meiner
Studienjahren in Heidelberg hat mir stets eine Darstellung der linearen
Algebra vorgeschwebt, die auf dem Begriff des linearen Raumes beruht
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und nicht, wie es in den meisten Vorlesungen iiber analytische Geometrie
aus pidagogischen Griinden geschieht, den n-dimensionalen Zahlenraum
als Ausgangspunkt verwendet.«

Forfatteren har altsa ikke lagt s& stor vekt pa pedagogiske hensyn ved
disponeringen av stoffet; men betrakter man maten stoffet blir lagt frem
pé, er det tydelig at han har gitt inn for 4 gi en klar og enkel fremstilling,
som ikke stiller for store krav til leseren. Oppgavene som finnes i slutten
av hver paragraf skulle ogsd veere vel egnet til & lette tilegnelsen av
stoffet.

Fremstillingen er hele tiden gjort aksiomatisk og mest mulig koordinat-
uavhengig. Dette gjor at en leser som ikke har et visst kjennskap til
vektorregning for han gir seg i kast med boken, vil kunne arbeide seg
gjennom en god del av den og forsta alle detaljene, uten & begripe hva
det hele skal tjene til. Men man skal ikke ha sveert store forhdndskunn-
skaper for man ser hvor mye mer oversiktlig en slik aksiomatisk frem-
stilling blir.

Boken behandler kun vektorrom av endelig dimensjon, og tar med
linezere avbildninger med anvendelse pa linewre ligningssett, determi-
nanter, en del multilineer algebra og det vesentligste av teorien for
euklidiske og unitere rom, med et lite (og ikke helt vellykket) kapitel
om annengradsflater. Dualitetsbegrepet innfores meget tidlig og benyt-
tes flittig hele veien, mens identifiseringen av et rom med sitt duale (ved
skalarproduktet) forst innferes i 6. kapitel. Formen er overalt temmelig
kortfattet, serlig viser det seg ved en fullstendig mangel pd kommen-
tarer som kan gi en interessert leser et blikk ut over bokens 216 sider.
Et uheldig eksempel i s& méte finnes ved innferingen av skalarproduktet
(s. 113): »Die Moglichkeit, ein skalares Produkt einzufiihren, héngt von
dem Koeffizientenkérper A ab. Sie ist insbesondere gegeben, wenn A
der Korper der reellen Zahlen ist, d. h. wenn es sich um einen reellen
linearen Raum handelt.« Og s& kommer teorien for euklidiske rom uten
videre kommentarer. Selv om boken skal gjores kortfattet, burde det
veere mulig & fa presset inn en henvisning til den forgvrig meget gode
litteraturlisten bak i boken.

Boken gir en litt terr, men solid og grei innfering i de grunnleggende
delene av den linezre algebra, og kan leses med godt utbytte av studen-
ter som har vert litt i kontakt med vektorer og linewre ligninger tid-
ligere.

Héandverksmessig er denne boken, som de andre i Springer-Verlags
gule serie, riktig tiltalende, med bra bind, godt papir og pen trykk (men

enkelte trykkfeil). Bent Birkeland
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GEORGE GREEN: An Essay on the Application of Mathematical Analysis
to the Theories of Electricity and Magnetism. Nottingham 1828. Faksi-
mile-upplaga, utgiven i 1000 ex. av professor Stig Ekelsf, Chalmers
Tekniska Hogskola, Goteborg 1958. 7472 pp. § 5.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne drgang, s. 123.)

Detta arbete innehaller for forsta gingen méinga begrepp och satser,
som nu betraktas som grundliggande. Hir moter man silunda termen
potentialfunktion och begreppet Greensk funktion, som ju spelar en
fundamental roll i teorien fér differentialekvationer. Vidare finner man
ocksd Greens sats, som anger hur volymintegraler kan transformeras till
ytintegraler och vice versa. Det férefaller inte 6verraskande, att verket
betecknats som inledningen till den matematiska fysiken i England.

Da man liser i arbetet, frapperas man av den klara stilen, som ange-
némt kontrasterar mot vad man i vara dagar i manga fall kan raka ut for.
Trots att mer én ett sekels damm fallit 6ver boken, har den pé ett for-
vanande sitt bevarat sin friskhet.

Reproduktionen ir forstklassig, och utgivaren &r att gratulera till sitt
initiativ, speciellt som originalupplagan, omfattande mindre &n 100

exemplar, ir ytterligt sillsynt.
P ytterlig e Carl-Erik Fréberg

KARL PETER GROTEMEYER : Analytische Geometrie. (Sammlung Géschen
65/65a.) Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1958. 202 S., 73 Fig. DM 4.80.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne argang, s. 123.)

Etter et kapitel om vektoralgebra innfores koordinatsystemer, hvor-
etter rette linjer, plan og kuler behandles pa vanlig mate ved hjelp av
vektorregningen. Sa folger et kapitel om matriser og noen kapitler om
forskjellige avbildninger sasom affine avhbildninger, bevegelser, ekviforme
avbildninger etc. Klassifikasjon av disse avbildningene basert P& gruppe-
teori er tatt med. Videre behandles annengradsflatene generelt og til
slutt finnes to kapitler om projektiv geometri. Selv om denne gis i ana-
lytisk fremstilling ved hjelp av homogene koordinater, omfatter den bare
det reelle rom. Fra systematisk synspunkt kan en kanskje si at dette
representerer en viss svakhet ved boka. Hadde imaginszre elementer
med kulesirkelen vert innfert, kunne en gitt de metriske egenskapene
ved figurene en projektiv fremstilling, og den siste delen av boka ville
ha stitt som en projektivgeometrisk parallell til den forste vektorielle
delen. Slik det na er, virker den projektive delen noe formalslgs.

Fremstillingen er noe knapp selv til en »Géschen« & veere. Figurene —
som det nok kunne ha vert flere av — er bra, tildels meget gode. Boka
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er forsynt med sakregister og en kort litteraturliste. Spredte historiske

opplysninger er flettet inn i teksten her og der.
PP 8 & John Olav Stubban

Fritz REEBOCK: Darstellende Geometrie. (Grundlehren der mathema-
tischen Wissenschaften 92.) Springer-Verlag, Berlin, Gottingen, Heidel-
berg, 1957. 15-+232 8., 110 Fig. DM 23.00, Ganzl. DM 26.80.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne argang, s. 42-43.)

Dette er en handbok i deskriptiv geometri og behandler aksonometri,
horisontal- og vertikalprojeksjon og perspektivtegning.

Stoffet er gitt i en sammentrengt form, og framstillingen er s& knapp
at boka ikke er egnet som lerebok. Forste delen omhandler parallell-
projeksjoner, og det gis mange praktiske vink om utfering av de for-
skjellige konstruksjoner. Nar det gjelder opptegning av ellipser er det
gitt mange metoder som mest bygger pad tangentegenskaper, mens jeg
savner metoder til & tegne ellipsen punkt for punkt. ~

Boka er illustrert med fortreffelige figurer. Disse er blitt sveert klare,
fordi de ikke er overlesset med hjelpelinjer. Av og til er kanskje vel mange
av hjelpelinjene utelatt, men alt i alt foretrekker jeg det, framfor de
detaljerte figurer det har veert vanlig & bruke.

I et stoff som dette, hvor figurene er s& vesentlige, stilles det ekstra
krav med oppsettingen av tekst og figur. Her er det funnet en meget god
lgsning. Nar boka ligger oppslatt har en figurer pad hoyre halvdel, og en
finner alltid teksten umiddelbart i tilknytning til figuren.

Dette er gjennomfert helt konsekvent og letter lesingen vesentlig,
selv om jeg har inntrykk av at kravet om en slik oppsetting har fort til at
teksten enkelte steder er blitt ekstra sammentrengt.

I slutten av del IT som omhandler sentralprojeksjoner er tatt med en
historisk oversikt. Der far vi ogsd, i tilknytning til artikler om Leo
Battista Alberti, Piero della Franceska, Albrecht Diirer, Guido Ubaldo
del Monte, Estienne Migon og Johann Heinrich Lambert, illustrasjoner
med gjengivelse av titelblader og figurer fra deres arbeider.

Boka utmerker seg ved kortfattet og klar framstilling. Den har meget
gode figurer, og er lagt praktisk an. Et godt sakregister gjor den vel

egnet som oppslagsbok.
& PPeiag Johs. Ostvold

KARL STRUBECKER: Differentialgeometrie, II. Theorie der Flichen-
metrik. (Sammlung Goschen 1179/1179a.) Walter de Gruyter & Co.,
Berlin, 1958. 195 S., 14 Fig. DM 4.80.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne &rgang, s. 126.)
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Ved & bla litt bakerst i boka stotte jeg fort vekk p& Christoffels 3-in-
dekssymboler, og jeg dro da straks den slutningen at her hadde en for seg
en flateteori basert pa tensorregning. Jeg var interessert i & se hvordan
forfatteren hadde innfert tensorbegrepet, og slo opp i sakregisteret. Da
ordet manglet, 84 jeg etter i bd. I. Det viser seg n& at tensorer overhodet
ikke forekommer. Forfatteren har slatt inn pé en slags gyllen (?) middel-
veg. Til & begynne med brukes de klassiske betegnelsene H, F, G osv.
som er s& velkjente fra Gauss’ flateteori. Senere innferes 3-indekssym-
bolene rett og slett ved at de uttrykkes ved Z, F, G osv., og de brukes til
& forenkle formelverket. S& fremstillingen er i virkeligheten basert pa
rent klassisk grunn.

Ellers legges det vesentlig vekt pa en flates »indre« egenskaper. Slike
»ytre« egenskaper som kommer til uttrykk gjennom asymptotiske kurver,
Eulers formel, Meusniers setning etc. behandles overhodet ikke. Avbild-
ninger av flater p4 hverandre er viet utferlig omtale, og flere kartpro-

jeksjoner er tatt med som eksempler.
John Olav Stubban

NMT. Hefte 4, 1958. — 13
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Ludwig Baumgartner: Gruppentheorie. Dritte, vollstindig neubearbei-
tete Auflage. (Sammlung Goschen 837.) Walter de Gruyter & Co.,
Berlin, 1958. 110 S. DM 2.40.

Einfithrung in den Gruppenbegriff 5-15 * Gruppentheoretische Grundbegriffe
und -methoden 15-29 * Uber endliche Gruppen 29-38 * Vertauschbarkeit von Ele-
menten und Untergruppen 38-57 * Die Faktorgruppe 58-63 * Die Homomorphie
64-69 * Die Automorphie 69-78 * Die Endomorphie; charakteristische und voll-
invariante Untergruppen 78-85 x Freie Gruppen und Gruppen mit Beziehungen
zwischen den Elementen 85-91 * Reihen von Gruppen 91-98 * Genaueres iiber die
Gruppenpostulate 98-100 * Losung der Aufgaben 100-107 * Sach- und Namenver-
zeichnis 108-110.

Arnold Baur — Hans Lode — Arno Albrecht: Anschauliche Mathema-
tik. 1. Teil: Geometrie. Ferdinand Hirt in Kiel, 1958. 256 S., 178 Fig.
DM 14.80.

Geleitwort 3 * Vorwort des Herausgebers 5-8 * I. Arnold Baur: Die affinen Ver-
wandtschaften : Die Methode der geometrischen Verwandtschaften 15-18 * Die kon-
gruenten Verwandtschaften in der Ebene 18-38 * Die kongruenten Verwandtschaf-
ten im Raum 38-67 * Die Ahnlichkeitstransformationen 67-76 * Die affine Ver-
wandtschaft zweier Ebenen 76-114 * Affine Verwandtschaft zwischen zwei Rdumen
114-132 * Die entartete affine Raumverwandtschaft 132-156 * II. Hans Lode:
Differentialgeometrie: Ebene Kurven 159-186 * Kinematik ebener Kurven 186-191
* Raumkurven 192-205 * Formelanhang 206 * Nachtrag 206 * ITII. Arno Albrecht:
Apollonische Aufgabe und Einfihrung in die nichteuklidischen Geometrien: Der
Sekanten-Sehnensatz fiir zwei Kreise 209-214 * Abbildung durch hyperbolische
und elliptische Inversion 215-222 * Kreisbiischel 223-230 * Losung der Apolloni-
schen Aufgabe mittels Kreisbiischel 231-242 * Die Wellsteinschen Modelle der
parabolischen, hyperbolischen und elliptischen Geometrie 242-248 * Lésung der
Apollonischen Aufgabe durch nichteuklidische Geometrien 248-250 * Betrachtungen
iiber die verschiedenen Geometrien 250-256.

N. G. de Bruijn: Asymptotic methods in analysis. (Bibliotheca Mathe-
matica 4.) North-Holland Publishing Co., Amsterdam ; P. Noordhoff Ltd.,
Groningen, 1958. 124200 pp. Guilders 20.00.

Introduction 1-20 * Implicit functions 21-33 * Summation 34-59 * The Laplace
method for integrals 60-76 * The saddle point method 77-101 * Applications of

the saddle point method 102-133 * Indirect asymptotics 134-147 * Iterated func-
tions 148-175 * Differential equations 176-198 * Index 199-200.

[170]




LITTERATUR 171

L. Holzer: Zahlentheorie. Teil 1. (Mathematisch-naturwissenschaft-
liche Bibliothek 13.) B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1958.
64202 S. DM 9.75.

Grundbegriffe 1-65 * Das quadratische Reziprozitétsgesetz 66—95 * Theorie der
algebraischen Korper 96-200 * Sachverzeichnis 201-202.

Serge Lang: Introduction to algebraic geometry. (Interscience tracts in
pure and applied mathematics 5.) Interscience Publ., New York, London,
1958. 11-+260 pp. $ 7.25.

General theory of places 1-20 * Algebraic varieties 21-46 * Absolute theory of
varieties 47-84 * Products, projections, and correspondences 85-117 * Normal
varieties 119-149 * Divisors and linear systems 151-182 * Differential forms 183—
193 * Theory of simple points 195-219 * Algebraic groups 221-230 * Riemann—Roch
theorem 231-258 * Index 259-260.

Paul Lorenzen: Formale Logik. (Sammlung Goschen 1176/1176a.)
Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1958. 165 S. DM 4.80.

Einleitung 4-7 * Syllogistik 7-30 * Klassische Logik der Junktoren 30-56 *
Kalkiile der Junktorenlogik 57-67 * Effektive Logik der Junktoren 67-100 * Logik
der Quantoren 101-136 * Logik der Gleichheit 137-159 * Literaturverzeichnis 160-
161 * Namenverzeichnis 162 * Sachverzeichnis 162-164 * Symbolverzeichnis 165.

Almar Neess: Lerebok ¢ hoyere matematikk. Grendahl & Segn, Oslo, 1958.
455 s. Kr. 70.00.

Analytisk geometri og setninger fra algebraen 15-101 * Innfering i differensial-
regning 105-150 * Innfering i integralregning 153-220 * Transcendente funksjoner.
Ubestemte former 223-288 * Integrasjonsmetoder 291-332 * Rekker. Komplekse
tall 335-366 * Integrasjon av spesielle uttrykk. Mere om kurver. Tilnzrmet inte-
grasjon 369-404 * Integraler av formen {z™(a + ba™)"$dx 407-424 * Omformning av
arcus-uttrykk 427-442 * Sakregister 443-455.

Robert Sauer: Anfangswertprobleme bei partiellen Differentialgleichun-
gen. Zweite Auflage. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften
62.) Springer-Verlag, Berlin, Gottingen, Heidelberg, 1958. 16284 S.,
68 Fig. DM 38.00, Ganzl. DM 44.00.

Gegentiberstellung von Anfangswert- und Randwertproblemen 3-36 * Differen-
tialgleichungen erster Ordnung 36-68 * Systeme quasilinearer Differentialgleichun-
gen erster Ordnung und die allgemeine Differentialgleichung zweiter Ordnung bei
zwel unabhéngigen Verénderlichen 69-155 * Systeme quasilinearer Differential-
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von Anfangswertproblemen mit Hilfe des Distributionskalkiils 233—-280 * Namen-
verzeichnis 281 * Sachverzeichnis 282-284.

13*



OPPGAVER TIL LOSNING

Losninger av oppgavene 155-161 sendes til oppgaveredakteren, professor
R. Tambs Lyche, Matematisk Institutt, Blindern, Oslo. Slike lgsninger vil bli trykt
i et folgende hefte i den utstrekning plassen tillater, dog vanligvis bare den beste
losning av hver oppgave. Lesninger av oppgaver i dette hefte m& vare sendt
innen 10. februar 1959.

De ovrige oppgaver i dette hefte er enklere, og lesninger av dem vil ikke bli trykt.

Redaksjonen er takknemlig for forslag til oppgaver. Slike forslag kan sendes til
oppgaveredakteren, helst sammen med forslagsstillerens egen lesning.

155. Der er givet en oval (lukket konveks kurve) £ og en variabel
trekant PQR, hvis sider har faste retninger, og for hvilken vinkelspid-
serne P og @ ligger pa ovalen k. Idet P (og dermed ) gennemlgber £k,
vil vinkelspidsen R frembringe en lukket kurve %'.

Vis, at dersom %’ er en ellipse, vil den givne oval k selv vere en ellipse.

Fr. Fabricius-Bjerre
156. Lad A_q, Ay, Ayy oo oy Apy o .. VETE Fibonacci’s talfgl (S
1> Y00 Y1 n g

a,=0=1 og a,.,=a,+t+a,; for n=0.

Bevis for n=0, at

(*) Op-1 = Q= Oy =m=2§—5] (n?—lm) .

Lad derefter p veere et naturligt tal. Vi definerer talfelgen b_,, ..., b,,
by, .5 by, oo ved
b,=1 for n=<0 og b,=0b,,,+b,, for n>0.

Generaliser da formlen (*), siledes at man far b,,.,—b,, =0, udtrykt
som en sum af hgjst r—l] - [l—} +1 binomialkoefficienter.
pl lp+1

Ove J. Munch

157. Lad B, vere en bue med leengden 2« pa enhedscirklen. Vi setter
P(z)eH,, hvis P(z) er et n-tegradspolynomium med hovedkoefficient 1.
Idet

[172]
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E, . = min max|P(z)|,
PeHy zeBy
skal man bevise
. 6.4
E,,= 2s111n5 .

“

Det formodes, at der endvidere gelder

.
E, . = sin"-
’ 2

for alle n. Dette gnskes om muligt bekreaeftet.

Ove J. Munch
158. Bevisa identiteten
n N — n
(@+vy(b—r)"— (@+b)y
2= =2
o vim—»)! — V!
Qerhard Arfwedson

159. F(x) och G(x) dro konkava, icke negativa funktioner, definierade
for —1<x<1. Vidare ar

+1 +1
_SIF(x)dx - _SIG(x)dx —1.

Bestdm bista mojliga vre grins for integralen

+1

S Fla)G(x)dx .

-1 Bengt Andersson
160. Tallene 1, 2, ..., 2n skal opstilles i to reekker med » i hver:

Ay, Aoy - - oy Oy

by, bgy ..., b, ,

saledes at

1) raekken af a’er er voksende,
2) rekken af b’er er voksende,
3) hvert b er storre end det lige over stiende a. Vis, at antallet af

. . 1 2n
sadanne opstillinger er ( ) .
n+l\n

Holger Busk-Jensen

161. En danner seg en talltrekant i analogi med Pascals:
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Cor

med ¢,;=c¢, ,,;=1, og slik at ¢, dannes av de to ovenfor stiaende tall
etter formelen ¢, ., ;=¢, ;_;+8%c,,.
Utled folgende formel for c,.:

S s
¢y =2 37 [ (17—jo1,
i=1  j=1

der merket etter produkttegnet betyr at j=+1. (Jir. Johs. Lohnes artikkel
i dette hefte.)
Undersgk om en far binomialkoeffisientene som grensetilfelle nar ¢ — 0.

R. Tambs Lyche

162. Pa en kuleflate kan man tenke seg en kurve, analog med en ellipse
i et plan, som det geometriske sted for de punkter hvis sum av sfeeriske
avstander fra to faste »brennpunkter« er konstant. Vis at en alltid far en
sirkel som spesialtilfelle dersom den nevnte sum velges passende stor.

Th. Godal

163. Bevis, at der for vilkaarlige, naturlige Tal n og s findes n paa
hinanden felgende hele Tal, hvert deleligt med s (eller flere) forskellige

Primtal.
H. Tvermoes

164. Bevisa, att ekvationen

3 = 9y + 6y +2

icke har heltalsrotter. .
A. V. Peljo

165. Den reella funktionen f(x) &r definierad f6r =1 och har egen-

skaperna 0<f(z)<1 och f(xy)<f(x)f(y). Visa att serien X f(n)sinnz

konvergerar for alla reella x.
Tore Herlestam

LOSNINGER

148. La n vare et naturlig tall. Vis at Bernoullis ulikhet
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(I1+2)" =z 1+nw
gjelder for x> — 2. (Smlgn. Fenchels artikkel i denne &rgang, s. 109-113.)

Ernst S. Selmer

Losning: Det er tilstreekkeligt her at betragte —2<xz< —1. Forn=1

er da
14+2)* =2 —|142* =2 —|1+2| =1+x = 1+nx.

Ove J. Munch

Ogsé lest av Gerhard Arfwedson, Lars Ingelstam, J. Kanestrom, H. Killing-
bergtre, Henrik Meyer, Ulf Ottoson og K. V. Rask.

149. Bevisa, att hela tal (utom de triviella fallen 2= +1, y=0; =0,
y= —1) ej satisfiera ekvationen

-yt =1.
A. V. Peljo

Losning: Med w=x—1 kan likningen skrives
(1) y® = u(u+2)(u(u+2)+2).

Er u odde, har ikke to og to av tallene u, u+ 2 og u(u +2)+ 2 noen felles
faktor. De ma da veere tre kubikktall, hvorav % og %+ 2 bare kan veare
—1logl, dvs. =0.

Er v jamt, kan (1) kortes med 23, og en far

2 = ow+1)(20(w+1)+1).

Da har to og to av tallene v, v+ 1 og 2v(v+ 1) + 1 ikke noen faktor felles,
og mi vere tre kubikktall, hvorav » og v+ 1 bare kan vere —1 og 0,

eller 0 og 1, dvs. z= + 1.
H. Killingbergtro

Ogsé lest av Lars Ingelstam, Chr. U. Jensen, Ove J. Munch, Ulf Ottoson, K. V.
Rask og Leif Thorsen.

150. Reekken 6, 10, 15, 20, 21, 28, 35, ...

bestir af samtlige tal m, for hvilke der findes positive tal a og b, med
. a
a<m, siledes at m = <b>

Lad ¢(x) veere antallet af tal <z i den anferte reekke. Bevis

limg(—:{)«—l.

@ —> 00 VQ.’L Ove J. Munch
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Losning: Om a<m maste b=2 och a—b=2. Talparen (a, d’) med
b’ =b eller a — b ger samma m. A priori ar antingen a > 2b eller a > 2(a—b).
Saledes uppfyller det ena talparet villkoren b’ =2, a>2b" och m tillhér

en av talféljderna
(2b (26 +1 2b+2
) (40 (45,
med b= 2. Alla dessa tal &r av typen m > a. Man visar ocksé latt f6ljande
olikheter fér 5=2, n=0:

(4+mn)? <4+n (2b+n) (b+mn)® (2b) o
2>2)’b>b!’b>'

Av den forsta foljer att antalet tal =<z i talféljden med b=2 éar

g[[/%]—?). Av den andra f6ljer att antalet tal <z i en talfoljd &ar
[/ y— —_

< Vblz, vilket &r <be, da =3, x=1. Av den tredje f6ljer att om

b >log,x har motsvarande talféljd inte nagot tal <z. Alltsa giller

[V2x]-3 < ¢@) < V2 + Va(log,yx)?

och ()
z
lim —: =1.
z—>o00 |/ 22
Bernt Lindstrom
Ogsé lost av H. Killingbergtre og Ulf Ottoson.
151. Vis at 2 n 0
- n n n—s8
/\1 x" = x—1)8.
A0 7= 200 e
0. Kolberg

Losning : Hogra ledet kan omformas pa foljande sétt:

20 e =2 (e () (02
EC)ZC)) e - S0 S0 e
SOF 2 -2+

Ogsé lost av Gerhard Arfwedson, H. Killingbergtre, Ake Kjellstrém, Ulf Otto-
son og Arne Pleijel.

Mg

Il

lvgﬁ

S. Eriksson




PRISOPGAVER FOR DANSKE GYMNASIEELEVER

Foreningen af Matematiklerere ved Gymnasieskoler og Seminarier udskriver
herved nedenstidende prisopgaver for danske gymnasieelever og kursuselever til
studentereksamen. Opgaverne gnskes behandlet s& fuldsteendigt som muligt, og der
legges vaegt pa en omhyggelig og overskuelig fremstilling. For at komme i betragt-
ning ved preemieuddelingen skal man have lgst mindst fire af opgaverne.

Der uds=ttes en forste preemie pa 150 kr. og en anden preemie pa 100 kr., og der
kan eventuelt uddeles ekstrapraemier.

Besvarelserne indsendes senest 31. marts 1959 til lektor Henrik Meyer, Bakke-
draget 15, Birkerad. Besvarelserne skal ledsages af en erklering om, at lesningerne
er selvstendigt arbejde. (Benyttelse af litteratur dog tilladt.)

1. Lad ABC vzre en trekant. Bevis, at hvisc < (a+b), er C < (4 + B).
Er den omvendte setning ogsé rigtig ?

2. Lad F og F, vaere brendpunkter for en ellipse, og lad ¢, betegne den
cirkel, der har F, til centrum og storaksen som radius. Lad endvidere
P, og P betegne to punkter pa ellipsen, og lad ¢, og ¢ betegne to cirkler,
der begge gir gennem F, og hvis centrer ligger henholdsvis i P, og P.

Idet R er radikalcentret for cirklerne ¢,, ¢, og ¢, og idet § er spejl-
billedet af F i ellipsesekanten P,P, skal man bevise, at R konvergerer
imod et fast punkt for P — P, og ved hjelp heraf, at S konvergerer imod
et fast punkt for P - P,, samt at ellipsens tangent i P, halverer nabo-
vinklen til vinkel F,P,F.

Fremsat tilsvarende satninger om hyperblen og parablen og skitser
beviserne for disse setninger.

(Opgaven gnskes lgst uden anvendelse af koordinatsystem.)

3. Lad a betegne et positivt tal, og lad R, R,, ..., R, ... betegne en
talfolge, hvor R,= Va, R, = §/a+Rn_1 for n=2,3,.... Bevis, at
R, < 1+ Va for alle n.

Bevis, at talfelgen er konvergent.

Idet a nu forudsattes ikke blot positiv, men ogsa hel, skal man bevise:
Nodvendig og tilstreekkelig betingelse for, at talfglgens granseverdi B
er rational, er, at a kan skrives som produktet af tre pa hinanden folgende
hele tal.

[177]
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4. Hvis det om x og y, hvor y=f(x), er givet, at y er ligefrem propor-
tional med z, gelder det som bekendt, at

(1) f(22) = 2-f(x).
Gelder det omvendt om enhver funktion y=f(x), som er defineret og

kontinuert for x >0, og som tilfredsstiller relationen (1), at y er ligefrem
proportional med x?

5. M er en mzngde af seks punkter, af hvilke ikke tre ligger pa ret
linie. Hvor mange liniestykker findes der, hvis endepunkter begge til-
horer M ?

Af neevnte liniestykker er nogle fuldt optrukne og resten stiplede.
Bevis, at man uanset fordelingen af fuldt optrukne og stiplede liniestyk-
ker altid kan udtage tre punkter i M, hvis forbindende liniestykker enten
alle tre er fuldt optrukne eller alle tre er stiplede.

PRISOPPGAVER FOR NORSKE GYMNASELEVER

Oppgavekonkurranse for 1959, arrangert av Norsk Matematisk Forening.

Den beste samling besvarelser vil bli tildelt H. K. H. Kronprins Haralds premie
pé 200 kr. Eventuelt vil det bli delt ut ekstrapremier. I konkurransen kan alle
norske gymnasiaster vare med. Oppgavene faller inn under reallinjens pensum.
Jo enklere og mer elementzre lgsningsméter en kan finne, dess bedre. Oppgavene
ber dreftes og greies ut s& fullstendig som rad er. Det er ikke ngdvendig & ha svart
pd alle 6 oppgavene. Ingen kan vinne hovedpremien mer enn én gang.

En sender lesninger til rektor Kay Piene, Skjerstadvn. 2 A, Smestad, Oslo,

innen 1. 5. 1959, ledsaget av en erklering om at oppgavene er selvstendig lest.
Oppgi skole og klasse.

1. En elev har forkortet denne breken slik:
65 _ 5
2  2°

Denne framgangsmaten er selvsagt gal, men svaret er riktig. Finn alle
de brgker der teller og nevner er tosifrete tall, og som gir riktig svar etter
denne »forkortningsmetoden«. (Tierne i telleren strykes mot enerne i
nevneren.)

2. Finn z av ligningen

x
log, —— +log,a = 0
Ogasa 5+ 0g..a
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nar a=3.
For hvilke hele positive verdier av a har ligningen to forskjellige
rotter ?

3. En tallfelge a,, ay, a5, ... er bygd opp pa denne maten: Hvert ledd
i tallfglgen er framkommet ved & multiplisere det foregiende med et fast
tall £ uavhengig av leddets nummer, og til dette adderes 1. Utled formelen
for ledd nummer » uttrykt ved a, og k.

Velg s4 a;=1 og k=2. Finn summene

Sp= @+ st ... +a,, S, =0+a2+...+a,?,

begge uttrykt ved a,, ;.
Vis at a,%+ 2a, =a,,.
Videre skal det vises at

1 1 1
A=—+—F.. . +—+...
a,; ay a,
er en uendelig konvergent rekke og at A (rekkens sum) tilfredsstiller
ulikheten 1< 4 < 2. Prov & gjere ulikheten bedre!

4. Gitt en reell tallfglge ¢,, &y, &y, . .. . Summen av de n forste leddene
kaller vi s,. Det er gitt at ¢, 41, og at
s, = tlz‘r tZtn
ty—t,

for n=3, 4, 5 osv.
G4 ut fra at formelen for s, ogséa er riktig for n =2 og bevis at
a) ¢; da mé veere forskjellig fra 0, og at
b) tallene t,, ¢y, t,, ... danner en geometrisk rekke med alle ledd for-
skjellige fra 0 dersom £, 0.

5. I en pyramide ABCDS er toppunktet S og hgyden S4 =a. Grunn-
flaten ABCD er en halv reguler sekskant innskrevet i halvsirkelen med
diameter 4D =2a, altséh AB=BC=CD=a.

Bevis at BD er normal pad SAB, SC er normal pa CD og at de fem
punktene S, 4, B, C' og D ligger pa en og samme kule. Finn sentrum og
radius i denne kulen.

Gjennom et punkt } pa linjestykket AB legger man et plan parallelt
med SAD. Det skjerer SBi N, SC i P og CD i Q. Hva slags figur blir
MNPQ?

La AM vere lik . Finn M N2+ NP2+ PQ? uttrykt ved a og x og dreft
det fremkomne uttrykket. Undersek ogsé hvordan det gar med punktet
M néar uttrykket varierer.
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6. I et gitt plan betrakter vi den variable ellipsen K som har et fast
punkt F’ til brennpunkt, som gér gjennom et fast punkt C' og som har
en stor akse med gitt lengde 2a.

La F'C=2a, 0<1<2.

Hva er det geometriske sted for det andre brennpunktet F ?

P4 sirkelen S med sentrum i C' og med radius (2 —A)a betrakter vi et
punkt U slik at F'U=2a. La D vare styrelinjen til £ m. h. t. F. Vis at
polen til UF m. h. t. 8 ligger pa D.

PRISTAVLING FOR SVENSKA GYMNASISTER

Liksom foregéende &r anordnar Nordisk Matematisk Tidskrift en pristévling for
svenska gymnasister. Var och en av de tre utgivande svenska féreningarna har
stéllt 50 kr. till disposition, varigenom ett forsta pris om 100 kr. och ett andra pris
om 50 kr. kan utdelas.

For deltagande i tévlingen fordras, att 18sningar inséindas till minst fyra av
nedanstédende uppgifter. Gymnasister fran 6vriga nordiska linder kunna deltaga
utom tévlan.

Lésningar, 4tfoljda av en forsikran att de dro sjilvstindigt utarbetade, inséndas
senast den 1 mars 1959 till: Nordisk Matematisk Tidskrift, Matematiska Institu-
tionen, Lund. Bifoga uppgift om namn, klass och liroverk.

1. I en triangel ABC drages en rit linje fran hornet C till motstaende
sida. I de uppkommande deltrianglarna kan tv4 cirklar med samma radie
inskrivas. Visa, att om den dragna linjens lingd betecknas med z, s&
gilller med vanliga beteckningar z%=r,r,.

2. Ett reellt polynom P(x) av godtycklig grad » divideras med
(x—a)(x—0b) dar a och b &ar reella konstanter. Visa att man som rest er-
héller forstagradspolynomet

x—b r—a

P(a) m"‘P(b)'b—_—a.

Hérled hidrav genom direkt grinsovergéng den rest som erhélles da P(x)
divideras med (z—a)2.

3. Genom z=cost; y=cosnt ir y definierad som funktion av z och n.
D4 n &r heltal kan beroendet av » markeras med index: y=7T,(z). Visa,
att

) Tpia()=22T,(x) — T, (%)

b) (1—a?)T,, (x) —aT(x) +n2T () =0.
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3sinx
4. Visa, att d& x40 giller: <2+cosz.

5. %y, 24, ..., %, ar alla olika reella tal. z;, #,, ..., x, &r rotter till
ekvationen a" 4z 2"+ 2ix" 2+ dafa" P+ ... +2" 2} =0. Vidare &r
f(z) ett n:e-gradspolynom i x sddant att f(z,)= —1; f(2;) =f(%p)=...=
f(x,)=1. Visa, att f(0)=

6. Ien tetraeder med sidoytorna Sy, S,, S3 och S, drages genom en inre
punkt plan parallella med sidoytorna. Snittytorna inom tetraedern be-
tecknas med s, Sy, S5 och s,. Visa, att

8y 33 A
— + 2
5,78, 75,

och ange de punkter, for vilka likhet giller.

9
>
T4

RESULTAT AF PRISOPGAVER FOR DANSKE GYMNASIEELEVER

. (Opgaverne i NMT 6 (1958), s. 48—49.)
Przemien p& kr. 100 blev uddelt til Bernt Hansen, III G mn, Vestre Borger-
dydskole, Kebenhavn.

RESULTAT AV PRISOPPGAVER FOR NORSKE GYMNASELEVER

(Oppgavene i NMT 5 (1957), s. 211-212.)

I konkurransen var det 8 deltakere. H. K. H. Kronprinsens premie kr. 200 for
beste besvarelse ble tildelt Arne Strem, elev av 3. gym., Holtet h. skole. En
ekstrapremie kr. 100 ble tildelt Jan-Bjorn Osnes, elev av 5. gym., Nordstrand
h. skole.




SUMMARY IN ENGLISH

Erxst LYRRE JENSEN: Elementary quewing-theory. (Danish.)

The article deals with the now classical model of queuing-theory which is based
on the assumptions of Poisson-arrival and exponential holding time. The proba-
bility distribution of the queue-length is deduced assuming the system to be in
statistical equilibrium. A formula for the average length of the queue is also
derived, together with some formulas for the average waiting time. Finally, a
numerical example is worked out to illustrate the theoretical sections.

Orav Asg: Still more about representation systems. (Norwegian.)

In an earlier paper in NMT (vol. 5, pp. 91-98), Carl-Erik Fréberg concluded that
the classical methods of “odd divisors” (Sainte Lagué) and of ‘“‘greatest excess’’ are
superior to all other proportional election systems. The author of the present
paper shows by a numerical example from a secondary election how these two
methods may lead to the result that a party with more than 509 of the votes does
not get an absolute majority among the representatives.

A short reply by Froberg is included.

Lars INGELSTAM: On a problem regarding square roots. (Swedish.)

It is shown that to every given pair n, p of positive integers, there exists a
positive integer m such that

(Vn+12Vn)yP = Vm+12Vm, (Vn+1+Vn)? = Vm +1FVm.

Jons. LouNE: Sums of powers of natural numbers. (Norwegian.)
It is shown that

§n2’+1=3}ﬁ(m+s)_!_ Zn'znzr—i—z: 2m+1’i} K, (m+s)!
n=1 o1 28 (m—e)!’ 2y 2 Zi241(m—s)t’

where the coefficients K,; are independent of m. It is further stated that these
coefficients satisfy the recurrence relation

K, = Kr,r+1 =1; Kr+1,s = Kr,s—1+82Krs (s 22,

and are consequently positive integers. A table of K,, for » <7 is given. If p=
2r+1 is a prime, then K,,, ..., K,, are all divisible by p.

R. Tamss LycHE: Supplement to the preceding paper. (Norwegian.)
With the notation of the preceding summary, it is shown that
22 (827 — 1)

(s—t)!(s—{—ti)r!‘ (¢22),

s
Krs = 2('— I)S_H
t=2

which renders a simple proof of Lohne’s recurrence formula.
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