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MATEMATIKKENS PLASS T AMERIKANSK SKOLE
O0G LEARERUTDANNING, I

KAY PIENE

11955 tilbrakte jeg 5 maneder i U. S. A. med Smith-Mundt-stipendium
for & studere matematikkundervisning og lererutdanning. Jeg tilbrakte
en termin ved George Peabody College for Teachers i Nashville, Tenn.,
flere uker ved Teachers College (Columbia University, New York) og
besgkte ellers hgyere lereanstalter i Chicago, Philadelphia og San Fran-
cisco.

Den folgende framstilling bygger p& inntrykk fra mine studier i
U. 8. A., fra forelesninger, fra foredrag, fra besgk i skoler, fra samtaler
med kolleger, fra lesning av trykt og maskinskreven litteratur, baker,
tidsskrifter, dissertasjoner, studieplaner, eksamensoppgaver, osv. Ikke
alltid har jeg vist til kildene, men litteraturlisten inneholder det som jeg
mener er det vesentligste til forstdelse av mitt emne.

Jeg takker de myndigheter som gjorde reisen mulig, og jeg takker de
amerikanere som ga meg alle de idéer og den informasjon som lesning
alene aldri kan skaffe. Deres navn er &4 finne mange steder i det falgende.

Sa langt jeg har funnet det forsvarlig har jeg gitt en vurdering av det
jeg sa eller horte. Ellers er det klart at en p4 noen maneder ikke kan
vente & fi et noenlunde korrekt bilde eller en rettferdig vurdering av
matematikkens plass i skolen. Likevel héper jeg at jeg har pekt pa noe
av det vesentlige, spesielt sett fra et nordisk synspunkt. Skulle skole-
politikken hos oss g& i amerikansk! retning, ber vi i tide veere klare over
de problemer som da kan oppstd for vart fag, og ta leerdom av de ameri-
kanske erfaringer.

Det blir ikke her plass til & gi den historiske bakgrunn for matematik-
kens vilkar i de mer enn 300 4r den har veert fag i den amerikanske skole.
Etter hinden gikk utviklingen andre veier enn i Europa, selv om man
stadig har pekt pa idéer utviklet der. Men stremningen i amerikansk

1 Her og i det folgende refererer amerikansk seg til U. S. A. og bare til dette land.

(5]
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pedagogikk og utviklingen i amerikansk skoleorganisasjon har betydd
mer.

P4 den andre siden vil ogsa matematikklerere i Europa kunne ha stort
utbytte av kommisjonsbetenkninger som er kommet ut i dette &rhundret
i U.S. A.[1, 2, 3, 5]. En finner her tallrike verdifulle idéer, som forgvrig
ikke alle er blitt realisert. Ogsa i vare dager er kommisjoner igang og en
kan vente radikale forslag fra dem.

Matematikkens plass i skolen. Skolen i U.S.A. var opprinnelig en
kopi av den tids europeiske, spesielt engelske skoler. Etterhvert har den
imidlertid utviklet seg i sin egen retning og er ni temmelig forskjellig
fra skolen her i Norden.

Forskjeller finner vi forst og fremst p4 de alderstrinn som leser mate-
matikk. For det forste er skoleplikten lenger. Den er ikke like lang i alle
stater, men det kan veare tvungen skole opp til 16, 17 eller 18 &r. For
det andre er ungdomsskoler som i nordiske land er atskilte, i U. S. A.
forent til samleskoler. Dette betyr at en i U. 8. A. ikke har vart utpre-
gede skille mellom en grunnleggende primerskole og en videregdende
sekundserskole.

Den amerikanske skole er en enhetsskole med 12 klassetrinn, men den
er delt opp i avdelinger av forskjellig karakter. Det alminnelige er vel n4
mgensteret 64 3 4+ 3. Dette betyr en 6 ars grunnskole, en 3 ars junior high
school (JHS) og en 3 ars senior high school (SHS). Ordningen 8+ 4 fore-
kommer fremdeles, men er i tilbakegang. High school er en skole for alle
barn, uansett socio-gkonomisk bakgrunn, anlegg, interesser eller ambi-
sjoner. En regner at 509, av elevene i 5. kl. folger skolen til og med 12. kl.,
mens kanskje 909, hadde evner til det.

Barna begynner i skolen nar de er omkring 6 ar, ofte for, slik at de er
17-18 nér de forlater 12.klasse. De fleste stater har skoleplikt til 16
ar, men i 15 stater gar plikten til avsluttet high school. Ellers er det &
merke at mer enn halvdelen av elevene i gverste fjerdedels intelligens-
niva faller fra i high school eller sgker ikke videregiende skolering
etterpa.

Den udifferensierte 6-arige grunnskole har ikke matematikk, det dukker
forst opp i high school.

En tredje forskjell mellom amerikansk og nordisk sekunderskole m4
vi her vzere klar over. Amerikansk skole er ikke til de grader linjedelt
slik som var hgyere skole, som har parallelle avdelinger med fast program.
Den har noen obligatoriske fag (engelsk, »social studies« osv.), men ellers
er de enkelte fag valgfrie, slik at elevene i ganske stor utstrekning kan
plukke ut fag de vil ha ut fra anlegg, interesser, senere yrkesenske eller
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mer irrelevante motiver. Yrkesrettleiing (guidance) prever & hindre
sville« valg og yte personlig hjelp i valgsituasjoner.

Til dette kommer at i amerikansk skole pleier et drskurs i matematikk
bare 4 omfatte en enkelt disiplin. Saledes leser de i ett ar elementeer
algebra, et annet elementer geometri, tilsammen for gvrig i et omfang
som svarer til de parallelt leste grunnkurser i de nordiske land (mellom-
skole, realskole). Alt for vel 50 ar siden hevdet E. H. Moore at de mate-
matiske enkeltdisipliner pluss fysikk skulle settes sammen til helt igjen-
nom sammenhengende kurs. Siden er dette blitt stettet av ledende mate-
matikkpedagoger, men uten resultat.

I praksis vil forholdene bli omtrent slik i high school :

JHS SHS
12 ar 13 ar 14 &r 15 ar 16 ar 17 &r
7. k. 8. kl. 9. kl. 10. kI. 11. k1. 12. kl.
Alm. matematikk eller Begynner- Plangeometri Melloml. Romgeometri
regning algebra algebra og
trigonometri

Skjemaet ovenfor viser for hvert arskull og klasse den matematikk-
disiplin som pleier & bli lest. Gode opplysninger om sgkning og andre
data ete. finner en i en liten brosjyre, Mathematics in public high schools,
utgitt av U.S. Department of Health, Education and Welfare [8].
Forfatteren Kenneth E. Brown er regjeringens »spesialist i matema-
tikk«. Det er ellers & merke at skolen i U. S. A. er savidt desentralisert
at det bare i lite omfang eksisterer en federal skoleadministrasjon, og
altsa ikke et eget undervisningsdepartement for hele riket. Delstatene
har hver sitt skolesystem, rar selv over varigheten av skoleplikten osv.
Likevel er det s& mange fellestrekk at det er forsvarlig-4 tale om »ameri-
kansk¢ skole uten tanke pa forholdene i en bestemt stat.

Alminnelig (general) matematikk i 7. og 8. klasse er et relativt nytt
samlefag som inneholder stoff fra regning, elementer algebra og intuitiv
geometri. Det leses alternativt i disse to klassene med vanlig regning,
slik at en femtedel av elevene har alminnelig matematikk.

I 9. klasse kommer s& begynneralgebraen, men med alminnelig mate-
matikk som alternativ. Ca. 609, av elevene tar algebra, de gvrige al-
minnelig matematikk, som her for en god del repeterer 7. og 8. klasses
pensum. Det er blitt anslatt at ca. 1 million var innskrevet i algebra og
ca. £ million i alm. matematikk i dret 1952/53.

Det er sagt [9, s. 10] at begynnerundervisningen i algebra skal gi
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1) gkt dyktighet i, kunnskap om og forstaelse av regning, 2) noen for-
staelse av matematikkens grunnlag (postulater osv.), 3) ferdighet i &
bruke algebra for & svare pa spersmil om kvantitative forhold (algebrai-
ske symboler, ligninger osv.).

Faget general mathematics er ikke noe entydig begrep. Det tales sale-
des om to eller tre slags kurser i faget svarende til de ulike behov. Det
kan bety et noe lettere kurs litt i likhet med var samfunnsregning
(spesielt gitt til de som ikke skal inn i college), mens W. D. Reeve,
professor i matematisk metodikk ved Teachers College, Columbia Uni-
versity, vil at det skal vare et helt reorganisert kurs i »informal« geome-
tri, regning, algebra, trigonometri, analytisk geometri og infinitesimal-
regning, som gar fra 7. klasse og oppover slik at en ser hvordan disse
disipliner henger sammen slik at de befrukter og styrker hverandre pa
forskjellig vis [10, s. 454].

Det er i det hele tatt en utbredt misngye med det amerikanske system
med oppdeling i isolerte disipliner. En gnsker mer enhet, enten innen den
néverende skoles pensa, eller slik at det skjer en virkelig fornyelse av
pensum derved at stoff fra den moderne matematikk blir trukket inn.
Det blir bedt om at general mathematics m& utvides og ta med bl. a.
trigonometri og statistikk, noe om matematikkens natur, fagets histo-
rie, anvendelser av faget i det daglige liv, regning med tilnermete tall,
regnestav osv., slik at det oppstar et samlet fag som tar hensyn til de
mange naturlige forbindelser mellom emnene.

I 10. klasse blir det normalt lest plangeometri, men faget har bare
omtrent halvparten av det antall som leser algebra (anslagsvis 4 million
i 1952/563). Et anselig antall leser ellers geometri i 11. klasse, pa noen
steder leses det i 9. eller 12. klasse.

Det er ellers & merke at hyppigheten av de som leser geometri har store
variasjoner fra sted til sted. Savel i dette fag som i algebra er det et
ganske stort frafall i lopet av aret. I algebra falt i 1951/52 149, av guttene
og 9%, av pikene bort fra forste til annet halvér, og i geometri i samme ar
189, av guttene og 119, av pikene, iflg. en representativ opptelling
[8, .9 og s. 15].

I 11. klasse blir hyppigheten av matematikklesere enda lavere. Mens
349, leser geometri, er tallet 239, for »mellomliggende algebra«, som er
det typiske matematikkfag i 11. klasse. Endelig blir det i 12. klasse
normalt lest romgeometri og (plan) trigonometri, og det av vel en tiende-
del av samtlige elever i dette klassetrinnet, dvs. av 50 tusen elever.

I den for nevnte representative undersegking ble det funnet at 929, av
skolene krever minst ett ar matematikkundervisning av alle elever.
65%, av skolene melder at enten algebra eller alminnelig matematikk
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kan tas. P4 den andre siden krever omtrent tre fjerdedeler av skolene
minst 2 4rs matematikk av de elever som skal fortsette i et college, og
409, av skolene forlanger i sa fall at geometri skal veere med. Mange high
schools har ikke lerere som kan gi videregdende matematikkundervis-
ning. En fjerdedel av skolene i en stat hadde ikke matematikk etter
9. klasse.

Ved siden av det tradisjonelle matematikk-kurs og kurset i »general
mathematics« forekommer ogsi et tredje kurs, det sikalte »remedial
course¢, som har til oppgave & fjerne huller i den grunnleggende mate-
matiske innsikt og forstaelse.

Stort sett har matematikk 5 »uketimer« og skolearet har 36 uker,
men timene kan variere fra 30 opp til 70 minutter.

En grov og forenklet sammenligning mellom U. S. A. og Norge skulle
vise dette: I U. S. A. er det omtrent dobbelt s& mange som leser begyn-
neralgebra som i Norge, mens den relative hyppighet for begynnergeo-
metri er omtrent den samme. Stoffet er nesten det samme begge steder.
I U.8S. A. er det flere anvendelser pa problemer fra det daglige liv, og
kanskje noe mindre teori.

Pa det hayere trinn skulle Norge heller sti sterkere. En sammenligning
blir ellers vanskelig fordi det amerikanske skoleverket som for nevnt
omfatter skoler som i Norge ikke er ledd i den almendannende skole,
men er spesialskoler, tekniske o. 1.

Formodentlig er det amerikanernes system med valgfrie fag som er en
vesentlig adrsak til ulikhetene. De matematiske disipliner krever en inn-
sats eller anslaes & veere relativt vanskelige og blir derfor skydd ogsa av
elever som skulle ha de intellektuelle forutsetninger for & greie dem.
Av 4200 vordende sjooffiserer (under siste krig) hadde bare 109, hatt
trigonometri i high school, og en har videre funnet at halvparten av de
studenter som péi en eller annen mate siden fikk bruk for trigonometri
unnlot & ta det i high school.

Sikkert er det at det i U. S. A. i det siste har gjort seg gjeldende sterke
bekymringer over det relativt lave antall som tar matematikk i skolen
(og i det hele tatt med tilgangen til de studier der matematikk spiller
en vesentlig rolle). Konkurransen med andre land — ikke minst Sovjet-
Samveldet — blir stadig nevnt. (Ca. 50 000 nye ingenigrer pr. ariS.S.S.R.
mot 20000 i U. S. A.; det forste tallet stiger, det andre synker.)

Klart er det at det amerikanske skolesystem, som tar relativt flere
elever i ungdomsérene enn det nordiske, ikke makter & utdanne det til-
strekkelige antall elever med matematisk innsikt.

Lignende innvendinger blir for savidt na ogsé rettet mot de nordiske
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skoler, og matematisk innsikt og kunnskap synes i det hele tatt & veere
mangelvare i mange land. Det vesentlige problem er da spersmélet om
valgfrihet eller linjer med fast fagkrets. For meg stir det slik at vi i
de nordiske land mé slepe pd en del (en god del?) som ikke har noe
utbytte av sin matematikkundervisning. I U.S. A., p4 den annen side,
er det nok for mange som slgyfer matematikk av personlige grunner,
og som kunne hatt nytte av mer matematikkundervisning til senere
studier.

Hva leser man sé i amerikanske skoler ? Foreuklet mé vi som fgr nevnt
kunne si at begynnerkursene i algebra og i geometri for en stor del
svarer til de tilsvarende kurser i den norske realskoles forste og andre
klasse. Elevene er da i begge land i 14-15 arsalderen, men amerikanerne
har hatt ett ar mer skole pa forhénd.

Forskjellen blir farst og fremst den at en i U. S. A. leser hver disiplin
for seg, og at bare halvdelen av dem som har algebra tar geometri. Jeg er
ikke i tvil om at de nordiske land her har en bedre ordning. Her far alle
begge disipliner (foruten regning), med de muligheter for samarbeid
mellom fagene det kan gi, foruten at en derved gjor det mulig for en leerer
som gnsker det, & starte med geometri for algebraen.

Det betenkelige ved den amerikanske skolen er det forhold at mens
tilstremmingen til skole i ungdomsérene (14-17 ar) er gatt s& veldig opp
i de siste femti arene (fra vel 109, til over 809%,), sa har ikke bare den
relative hyppighet av de som velger matematikk gatt avgjort ned, men
i plangeometri ogsd det absolutte antall i de siste tjue drene. Mens om-
kring 1900 569, av elevene i high school leste algebra og 279%, geometri,
var disse tallene i 1934 sunket til resp. 309, og 179, og er na ca. 25%, og
119,. Mens i 1934 767 tusen leste geometri, var det i 1954 664 tusen.
Det er sagt at grunnene til de lave prosenttall er: 1) elevene innser ikke
betydningen (nytten) av faget, 2) faget regnes som vanskelig, 3) mange
stryker.

En annen ulikhet mellom amerikansk og nordisk skole ber ogsi
nevnes. Skolen i U.S. A. er mer enn var en skole for alle. Idealet er
apenbart 4 ha all ungdom i skoler opp til 17-18 ar. I de nordiske land
tenker man mer pad at den videregidende almendannende skole forst og
fremst skal vaere beregnet for en minoritet, den intellektuelle elite, om
en tor bruke et slikt uttrykk.

Biade amerikansk og norsk skole er temmelig sent ute med matematik-
ken. Norge har jo 7 ars grunnskole uten noe matematikk. Men norsk skole
nér lenger. Reallinjen i det norske gymnas behandler flere emner som
eniU. 8. A. farst far i college. Riktignok er studentene i forste college-ar
omtrent s& gamle som vare elever i gverste gymnasklasse, men likevel
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blir der en ulikhet i var faver, en ulikhet som blir gkt overfor de euro-
peiske land som gar enda lenger i matematikken enn Norge.

Matematikkundervisningen i U.S. A., spesielt i de hoyere klasser,
blir av mer forenklet karakter enn hos oss og er mer beregnet pi massen.
Vi finner da ogsé stadig diskusjoner i presse og pa mgter om matematikk-
undervisningen for de serlige begavete. En brosjyre [11] utgitt av U. S.
Department of Health, Education and Welfare gir en utmerket oversikt
ved & referere dreftinger fra et ekspertmgte om saken. I resolusjonen
heter det bl. a. at demokrati bygger pa likhet i de pedagogiske mulig-
heter, dvs. et hvert individ ma né sin maksimale ytelse. En har ikke rad
til fortsatt & ha underskudd pa hgyverdig menneskelig ytelse og skaper-
kraft.

En krever pedagogiske kurser for lerere, flere stipendier for dyktige
studenter, og forskning for & finne ut de beste undervisningsméater til
bruk for de velbegavete studerende.

Et problem har gjeldt spersmalet om det forut for den mer deduktive
(»demonstrative«) geometri skulle veere et kurs i eksperimentell, induk-
tiv, »uformell« geometri. Et annet har gjeldt spgrsmalet om funksjon
mellom to- og tredimensjonal geometri, slik at en underviste i begge
disipliner mer parallelt. Forsgk har veert gjort med en slik undervisning
og lerebgker har veart forfattet, men s vidt jeg skjonner uten s& store
positive resultater at det har fort til omlegning av leseplanene. Dersom
en da ikke skal ta de nye kurser i alminnelig matematikk som et tegn pa
at barrierene mellom disiplinene er blitt brutt ned. Sikkert er det at en
har fatt kurser betegnet som »composite«, »correlateds, »unified¢, eller
»general¢, og spesielt i JHS kan en nok tale om en sammensmeltning av
disiplinene. Den egentlige geometriundervisning synes derimot & vere
noksd uendret i sitt innhold. Nettopp fordi s& mange elever forlater
skolen etter 8. eller 9. ar ville det veere verdifullt om en fikk en mer
integrert matematikkundervisning.

Det mangler ikke pa reformforslag [1, 3, 5, 10]. Det foreslaes endrete
pensa. I 29 punkter blir det saledes satt opp de hovedkrav det daglige
liv stiller til matematisk innsikt [12]. Spesielt blir det dreftet muligheten
av & ta mer hensyn til de enkelte elevgruppers behov. Samtidig har en
problemet med de mange smé skoler der en differensiering faller vanskelig.

Seerskilt bgr nevnes verdifulle reformforslag satt fram av lerere ved
Teachers College, Columbia University [10, 13, 14, 15, 16].

Leerebgkene i matematikk. Disse er tallrike i antall, og det er urad &
gi en samlet behandling av dem her. De er gjerne utferligere enn vare
tilsvarende bgker (2-3 ganger sa tykke), gir mer i detalj (selv om ogsé
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mye overlates til leseren), har flere anvendelser fra det daglige liv, er
mer stimulerende, har illustrasjoner eller fotografier som viser anvendt
matematikk, og mer variert oppgavestoff, tildels gruppert etter vanske-
grad, mer beregnet pa & fremme forstielse og resonnement. For & gi et
lite inntrykk av det nyeste pa omradet skal jeg, uten & g i detaljer, si
noen ord om et 3 binds nylig utkommet lereverk av M. F. Rosskopf,
H.D.AtenogW.D.Reeve [17]. Den forste og den tredje av forfatterne
er det ellers vist til flere ganger annensteds.

De tre bgkene er store, fra 360 til 470 sider, og rikt illustrert med teg-
ninger, fotografier og diagrammer. Der er en harskare med oppgaver —
med tegn for vanskegrad —, til dels samlet i »tester«; dessuten er det
tallrike arbeidsoppgaver, spersmél til & fylle ut og mye annet som kan
sette leserne i aktivitet. Her er atskillig aktuelt, interessevekkende stoff.

Fgrste bind er en blanding av regning, algebra (inklusive logaritmer
og regnestav) og uformell geometri, med hovedvekt pa algebra. Lede-
motivene er: Algebraiske regler og prinsipper innferes uformelt. Det blir
lagt vekt pd tenkning med symboler. De fundamentale regneregler blir
repetert. Vesentlige begreper og ferdigheter i uformell geometri blir
behandlet. Videre formler og det generelle funksjonsprinsipp. Verdifulle
sosiale aktiviteter blir brukt i oppgaver. Det blir gitt hovelig plass for
oving i ferdigheter en siden far bruk for. Oppgavene har sammenheng
med det daglige livs behov.

Annet bind er faktisk en lerebok i plangeometri, »demonstrative,
altsd med bevis. Bemerkelsesverdig er den vekt som legges p4 den rent
formelle side. Forste kapitel heter: Tenkning og geometristudium, nr. 2:
A danne en arbeidshypotese, nr. 3: Fra syllogisme til skrittvist resonne-
ment i bevis, nr. 4: Analyse og bevis. Mens nr. 5 er rent geometrisk
(parallelle linjer), heter nr. 6: Indirekte bevismetode, nr. 7: En setning
og dens omvendte, nr. 8: Induktive slutninger i geometrien, nr. 9: Nod-
vendige og tilstrekkelige betingelser i beviset (illustrert ved hjelp av geo-
metriske steder). De tre siste kapitler har igjen rent geometriske titler.

Framhevet og kommentert i forordet til annet bind er disse punktene:
Vokabularet er enkelt, men adekvat; betegnelsene er systematiske.
Elevene ma formulere setningene med bevis. Figurer kommer fram under
beviset. Elevene ma ha notisbgker. Kongruenssetningene postuleres.
Romgeometri diskuteres uformelt. Algebraiske og geometriske metoder
gar naturlig sammen. Ikke-geometrisk stoff i hvert kapitel. Oppgavene
er gradert. Bade geometriske og ikke-geometriske situasjoner blir vurdert.
Stoffet er vanlig elementar plangeometri samt litt trigonometri og ana-
lytisk geometri.

I hvert kapitel er det tallrike (graderte) oppgaver, ogsd oppgaver til
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repetisjon. Dessuten er det en rekke sikalte study assignments, dvs.
oppgaver med visse data, gjerne en figur, og et problem som skal lgses —
enten individuelt eller av hele klassen. Nr. 1 lyder eksempelvis slik:
Data: Vinklene A, B, C og sidene AB, BC og CA i en viss trekant.
Problem : Finn tre kombinasjoner hver pa tre »sstykker« slik at de bestem-
mer trekanten entydig. — Endelig er det en rekke sikalte mastery tests,
dels geometriske, dels ikke-geometriske med mange spersmél. Et enkelt
eksempel: Hvis alle katter er hunder og alle hunder har halsband, har
s& alle katter halsbénd ?

Det kan nok innvendes at de ikke-geometriske sporsmal av og til
ligger s8 vidt fjernt fra den eksakthet som hersker i den formelle geometri,
at de kan virke uheldige, men sikkert er det at en del av dette geometri-
bind representerer noe nytt som det skal bli sveert interessant & here
meldinger om. I mitt land tror jeg ikke vi legger nok vekt pa & lere
elevene pa begynnertrinnet hva et bevis er. Kanskje kunne vi fa noen
idéer av det som skjer i U. S. A.

Tredje bind behandler algebra (funksjoner og ligninger, tallsystemet,
logaritmer osv.) og trigonometri. Ellers blir mye i 1. og 2. bind fort videre
her. Forfatterne prover & »gi en bedre forstielse av hvordan en viten-
skap utvikler seg«, og har i 12 punkter gitt prinsippene bak boka, som
virker mindre fremmedartet for oss enn bind 2. Her som i de to andre
bindene vil nordiske matematikkleerere finne mange verdifulle tanker og
idéer, som kunne brukes hos oss, men framstillingen er nok ofte for ut-
forlig sett fra vart synspunkt.

Alt i alt er det tydelig at lerebgkene i geometri mer og mer tar opp
ikke-geometrisk materiale, faktisk er det dagliglivets problemer som her
blir angrepet med logikkens verktgy. En kan sporre om det da blir geome-
tri, om det ikke snarere er logikk. Hva det na er, sa er det logiske resonne-
menter som brukes. Og det skulle veere gode muligheter for at elevene
pa denne méten i storre grad enn for blir oppevd i rett tenkning i daglig-
livets problemer.

I Denver, Col., har de siledes et eget kurs i »clear thinking, dvs.
elementer anvendt logikk, idet en bruker geometriske postulater og
setninger som anvendelsesomriade [18]. Det blir opplyst at en har fine
resultater.

Det blir i virkeligheten et praktisk angrep pa det sakalte transfer of
training-problemet, det meget omdiskuterte spersmal om hvorvidt
undervisning i matematikk ved siden av & gi innsikt i faget ogsa styrker
tenkeevnen péa andre, forst og fremst beslektede omrader. Sa vidt jeg vet,
er det ennd ikke kommet fram noe sikkert om resultatene av den endrete
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geometriundervisning, men mye taler for at den mé ha en viss virkning.
P4 den andre siden hevder professor S. MacLane (Chicago) at lerebgkene
er s ivrige etter & bruke bevis i praktiske problemer at de glemmer &
bruke det der det virkelig skulle veere med, i matematikken [19].

Den storre frihet amerikansk skole har enn den nordiske, gjor det
ogsd mulig & preve andre ordninger. Samtidig er U. S. A. et foregangs-
land i pedagogisk psykologi og pedagogisk statistikk, og forsgk i skolen
har derfor alle muligheter for & bli drevet vitenskapelig, p& en slik mate
at resultatene kan fa storst mulig utsagnskraft.

En del forsgk med endret pensum eller stoffplasering har veart gjort.
Imidlertid har jeg inntrykk av at verdien av forsgksresultatene blir noe
redusert fordi det i flere tilfelle har dreid seg om eksperimenter med
utvalte elever. Eksempelvis ser det ut til at elevmateriellet ved de skoler
(Maboratory« el.l.) som er knyttet til lererutdanningen har en skjev
elevrekruttering, nemlig flinkere elever enn vanlige skoler. Da sannsyn-
ligvis ogsd lererne ved slike skoler ligger over det gjennomsnittlige,
blir skjevheten sterkere. Jeg finner ingen grunn til her & referere slike
forsek som altsd gjelder et endret pensum. Men jeg vil nevne en enquéte
arrangert av K.E.Brown [20], som fikk 1500 svar pad spersmadlet:
Hvorfor undervise i geometri? Her viste det seg & veere to typiske svar:
1) for & utvikle vanen & tenke klart og uttrykke seg presist, 2) 4 gi kunn-
skaper om geometriens fakta og prinsipper.

Jeg nevnte at det i amerikansk skole er en ganske sterk tendens til i
geometrien & understreke dette at undervisningen skal pavirke elevenes
logiske sans i dagliglivet. Det er enna for tidlig 4 uttale noe om hvorvidt
et slikt mal blir nddd eller kan nas i dagens skole. Det er gjort en del
eksperimenter pa dette omradet, men jeg tror mer mé gjores for en kan
komme til sikrere resultater, og slik at utvikling av evnen til & tenke
kritisk kan fa riktige dimensjoner i geometriundervisningens mélsetning.
Det en onsker er at elevene skal bli fortrolige med effektive metoder til
4 utvikle upartisk tenkning, kritisk vurdering, forstandig generalisering
og bli kjent med hva matematisk strenghet og presisjon vil si. En kunne
si at elevene trenes i »forbruker-matematikks til ikke & bli lurt for mye
i butikkene, og gjennom deduktiv matematikk (og logikk) til ikke & falle
blindt til fote for propaganda i presse, kringkasting osv. I det hele tatt
mé en si at amerikansk undervisning i storre grad enn var forbereder den
vordende samfunnsborger.

Junior College. Dette omfatter de to forste ar av det firearige college,
men kan ogsé vere en selvstendig institusjon. Det har studenter fra 17-18
opp til 20 &r, og forbereder dels til videre college- og universitetsarbeid,
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dels er det for mange avslutning pd den almendannende opplering.
Det er regnet ut at 909, fra de gverste sosiale lag gar i college, mens bare
15%, fra de midlere og 59, av de lavere lag gjor det, og det ser ut til
at det er like mange med de nedvendige forutsetninger uienfor som 4
college. Jeg minner om skolepengene ved de mange private colleges.

I Junior College blir det vanligvis undervist i sakalt college matematikk
og det uten tanke pa studentenes videre skjebne. Pensum omfatter
gjerne algebra, trigonometri, analytisk geometri (ogsd tredimensjonal)
og differensial- og integralregning, slik at det meste er stoff innen de
nordiske lands skolepensa.

Den sékalte Joint Commission [3] foreslar for Junior College to pensa
som begge bygger pd et ars algebra og et &rs geometri i high school.
Det ene behandler myttig« matematikk: maling, trigonometri, ligninger
og diagrammer, statistikk, rekker, finansmatematikk, noe differensi-
ering og integrasjon. Det andre er et orienteringskurs som skal gi et mer
eller mindre teoretisk overblikk om hele matematikken: fagets utvik-
ling og dets forhold til andre kulturomrider, euklidisk geometri, tall,
gruppe, klasser, funksjoner, grenser, statistiske begrep, bruk i fysikken.

Det mest vidtgiende pensum na er nok det som leses ved Chicago-
universitetet, som har lagt opp et svert omfattende program, radikalt
og krevende fra forste ar. Det heter Fundamental mathematics og blir
gjennomgétt i 5 uketimer. Kurset er kommet ut i 3 bind [22].

Her blir det lagt vekt pa det logiske i hgy grad. Det er snarere matema-
tikkens vesen enn matematikken selv. P4 meg virket 3. bind, som inne-
holdt mer tradisjonell matematikk, lettere enn bind 1 og 2 som bl. a.
inneholder en mengde logikk. Kurset har til formal & gve studentene i
elementene av den vitenskapelige diskusjon (discourse) og deres bruk i
uttalelser, organisering og kommunikasjon av idéer; & utvide innsikten
i den matematiske tenknings natur og former (abstraksjoner, symboler,
strukturer i matematikken) og gi visse begrep, fakta og metoder som er
grunnleggende for de eksakte vitenskaper. En vil dekke behovene savel
til de studenter for hvem dette kurset er det eneste i matematikk som
til de som skal studere mer i faget. En ma ogsa se kurset i lys av tendensen
til nd & styrke almendanningen (sgeneral education«) i skole og college.
Det mé videre nevnes at ved siden av funksjoner blir ogss det mer
generelle begrep relasjoner behandlet. Mens en funksjon kort sagt er en
ordnet samling tallpar (z;, %,), der alle z, er forskjellige, har en relasjon
ikke dette siste kravet.

For opptakingen er det en prove som har til oppgave & vise om stu-
dentene kan lire noe, mens det i begynnelsen av kurset blir gitt en
yplacement¢-test som viser hva for kunnskaper studentene har. Ved
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slutten av kurset er det 3 sett eksamensoppgaver hvert pa 3 timer. Det
forste maler modenhet, de to andre kunnskaper. Til ferste prove hgrer
en lenger ukjent matematisk tekst og til denne en rekke spersmal.

Meg forekommer provene ganske krevende, men en har i Chicago
sikkert en samling studenter av hgy kvalitet. Det ble ellers uttalt at
det var vanskelig 4 holde et fast niva i oppgavene. Man pleier imidlertid
4 ha en del »gjengangersporsmal¢, og dessuten har man en viss kontroll
i studentenes intelligenskvotienter som er tilgjengelige for professorene.

Jeg kunne ogsd nevne et kurs Universal mathematics utarbeidd av en
gruppe ved et sommerkurs ved University of Kansas. Forelesningene er
trykt [23]. De er skrevet for forste collegeér. Det interessante her er at
det er en dobbelt framstilling som dels gar parallelt: en »intuitiv« og en
sformal«. Seerlig for de som skal bruke matematikk kan en slik dobbelt
framstilling veere heldig. De far greie pa fagets indre natur og samtidig
gjennom de mange eksempler se hvordan det kan anvendes. Ellers er
forelesningene sterkt filosofisk, kunnskapsteoretisk preget og vil vere
utmerkete for vordende lerere, men vil kreve sveert gode lerere for a bli
forstatt av en vanlig collegestudent. Ogsé her blir savel relasjoner som
funksjoner behandlet, intuitivt og formalt. I den intuitive framstilling
er en funksjon et system bestiende av to mengder X og ¥ og en korre-
spondanseregel som utpeker til hver # i X en eneste verdi avyi Y.
Mengden X kalles domain og mengden Y range. Disse to navnene synes
4 veere i alminnelig bruk i U. S. A. I den formale framstilling startes med
et kartesisk produkt A x B som er alle ordnete par (a,b) der a er i 4 og
b i B. En relasjon er en undermengde av R x R der R er det reelle tall-
system, mens en funksjon er et trippel (f, 4, B) som bestar av to mengder
A og B og en relasjon f i A x B slik at ikke noe element a i 4 er det forste
ito par: (a, b) og (a, by).

Noe mer moderat enn de to omtalte pensa er det som fins i en lerebok
av C.B. Allendoerfer og C.O0.Oakley [24], anmeldt her i NMT
(Bd. 4, 1956, 5. 36) av Lennart Sandgren. Han finner at forfatterne ikke
har greidd & realisere oppgaven & gi vesentlige drag av moderne matema-
tikk, en oppgave som anmelderen nermest finner umulig & lose.

Det er ikke tvil om at boka er et interessant forsek pa & ta med nytt
stoff (logikk, statistikk, gruppe-, mengde- og tallkroppbegreper), mens
det kan diskuteres hvor godt tankene er satt ut i livet. Jeg traff den ene
av forfatterne, som har brukt boka pé flere kull, men det var pé et college
av hoy standard, og det er mulig at den egner seg mindre for et vanlig
college med ordinzre lererkrefter. Boka mé sees pa som et pionerverk og
tiden vil vise det stoff i den som ber gi inn i college-undervisningen.
Selv er jeg noe mer optimistisk enn anmelderen her i NMT. P4 den andre




MATEMATIKKENS PLASS I AMERIKANSK SKOLE 17

siden m4 jeg slutte meg til professor F. L. Wren [25] nir han hevder
at det pa dette trinn skal veere »bona fide« matematikk og ikke bare
beskrivelser og diskusjoner av matematikkens natur, og det er mulig at
det hos A. & O. er for mange ubeviste pastander eller for lost behandlete
emner.

Undervisningen pa college-nivaet er vel noe mer skolemessig enn i
vare universitetsforelesninger. Det er ofte oppgaver, det blir stilt spersmal
(fra lzrer og fra studenter), det er diskusjoner, gruppearbeid blir referert,
det blir hyppig delt ut stensilert materiale og det blir holdt flere praver
med korte spersmal.

(Fortsettes i neste hefte.)

LITTERATUR

[1] The reorganization of mathematics in secondary education. A report by The National
Committee on Mathematical Requirements. The Mathematical Association of Amer-
ica, 1923.

{2] Mathematics in general education. D. Appelton-Century Co., New York 1940.

{81 The place of mathematics in secondary education. The National Council of Teachers of
Mathematics fifteenth yearbook. Bureau of Publications, Teachers College, Columbia
University, New York 1940.

[4] H. F. Fear: Teaching high-school mathematics. National Education Association,
Washington D. C. 1955.

{5] Reports of the Commission on Post-War Plans. The Mathematics Teacher 37 (1944),
pp. 226-232; 38 (1945), pp. 195-221.

[6] J. D. WiLsoN: T'rends in geometry. The Mathematics Teacher 46 (1953), pp. 67-70.

[7] C. V. NEwsoN: Articulation of secondary mathematics and college mathematics. Bull.
of the Nat. Ass. of Secondary-School Principals 38 (1954), pp. 62—66.

[8] K. E. BRowN: Mathematics in public high schools. U. S. Dept. of Health, Education
and Welfare. Bull. 1953, No. 5.

[9] I. B. ADpxiNs: Goals in algebra. Bull. of the Nat. Ass. of Secondary-School Principals
38 (1954), pp. 10-13.

[10] W. D. REevVE: Mathematics for the secondary schools. Henry Holt & Co., New York
1954.

[11] Education for the talented in mathematics and science. U. S. Dept. of Health, Education
and Welfare. Bull. 1952, No. 15.

[12] GQuidance pamphlet in mathematics for high school students. Nat. Education Ass.,
Washington D. C.

[13] M. F. Rosskor¥: Technical mathematics for grades 9, 10 and 11. School Science and
Mathematics 54 (1954), pp. 594-600.

[14] H. F. FerR: Teaching for appreciation of mathematics. School Science and Mathe-
matics 52 (1952), pp. 19-24.

[15] H. F. FeuRr: A proposal for a modern program in mathematics education in the second-
ary schools. School Science and Mathematics 49 (1949), pp. 723-730.

[16] H. F. FEar: The goal is mathematics for all. School Science and Mathematics 56
(1956), pp. 109-120.

[17] M. F. Rosskoprr—H. D. ATEN—W. D. REEVE: Mathematics, a first course. McGraw-
Hill, New York 1951. 4 second course, 1952. A third course, 1955.

NMT. Hefte 1, 1957, — 2



18 KAY PIENE

[18] W. S. Brace: An English schoolmaster looks at American mathematics teaching. The
Mathematical Gazette 39 (1955), pp. 89-97.

[19] S. MacLANE: The impact of modern mathematics. Bull. of the Nat. Ass. of Secondary-
School Principals 38 (1954), pp. 66-70.

[20] K. E. BRowN: Why teach geometry? The Mathematics Teacher 43 (1950), pp. 103-106.

[21] F. L. WreNn—H. B. McDo~ouGH: Development of mathematics in secondary schools of
U. 8. The Mathematics Teacher 28 (1935), pp. 117-127, 190-198, 215-224, 287-295.

[22] Fundamental mathematics, 1-3. Prepared for the General course mathematics 1 in
the College. The University of Chicago, Chicago.

[23] Universal Mathematics. Part I: Functions and limits. 1954 Summer working group,
University of Kansas. Lawrence, Kansas 1954.

[24] C. B. ALLENDOERFER—C. O. OARLEY: Principles of mathematics. McGraw-Hill,
New York 1955.

[25] F. L. WREN: Merits and content of a freshman mathematics course. School Science
and Mathematics 52 (1952), pp. 515-603.

[26] J. W. A. Youne: The teaching of mathematics in the elementary and secondary schools.
Longmans, Green and Co., New York 1924.

[27] W. StMs—A. OriveRr: The laboratory approach to mathematics. School Science and
Mathematics 50 (1950), pp. 621-627.

[28] D. JouNSON: Are films and filmstrips effective in teaching geometry? School Science
and Mathematics 50 (1950), pp. 570-574.

[29] R. A. BAUMGARTNER: A mathematics program of the gifted. School Science and Mathe-
matics 53 (1953), pp. 207-213.

[80] Mathematics. College Entrance Examination Board, Princeton, New Jersey 1954.

[31] H. F. FerR: Secondary mathematics. D. C. Heath & Co., Boston 1951.

[82] The National Council of Teachers of Mathematics. Yearbooks 1-22. 1201 Sixteenth
Street, N. W., Washington 6, D. C. '

[88] C. H. ButrLErR—F. L. WREN: The teaching of secondary mathematics. McGraw-Hill,
New York 1941.

[34] Problems in mathematical education. Educational Testing Service, Princeton 1956.




OM ELLIPSOGRAFER

E.J. NYSTROM

Man kan i dagligt tal hora orden ellips resp. elliptisk anvindas om
ovaler i allménhet, t. 0. m. om sddana utan symmetriaxlar. I matematisk
mening ér emellertid en ellips icke vilken oval som helst utan en kurva
som motsvarar ndgon av vissa, sinsemellan ekvivalenta, definitioner. I
det f6ljande dr det bara tal om sidana kurvor.

Vid illustration av matematiska, astronomiska, geodetiska, tekniska
o. a. arbeten forekomma ellipser och ellipsbagar ofta, och de béra vara
ritade med omsorg emedan de i annat fall verka stérande, i synnerhet
om betraktaren har nagon kinnedom om geometriska figurer. Det ir &
andra sidan ej alldeles litt att rita ellipser som tillfredsstélla ett kritiskt
oga.

Viingé i det fljande ej pa nagra ellipskonstruktioner punkt fér punkt,
och ej heller pa sidana vid vilka man genom optisk projektion astad-
kommer ellipser och dérpa ritar kurvan genom att med en penna fslja
den mer eller mindre skarpa grinslinjen.

Sé kallade »korgbéagellipser, for vilkas uppritande det finns anvisningar
flerstides, dro approximationer medelst cirkelbagar. Sadana konstruk-
tioner ge latt tillfredsstillande resultat for ellipser med liten excentricitet,
d. v. s. for cirkelliknande ellipser. Bigarna béra ansluta sig vil till var-
andra och ingen avvikelse fran en verklig ellips bér kunna forméirkas. T
gynnsamt fall kommer man tillréitta med fyra cirkelbagar, men till exem-
pel de ritt ofta forekommande ellipserna med axelférhallandet 1:3 kunna,
ej approximeras med endast fyra bagar.

Det &r helt naturligt att man sékt mekaniska hjilpmedel, ellipso-
grafer, for kontinuerlig och noggrann uppritning av ellipser. Men &ven
utan tanke pa den praktiska anviindningen kan det ha sitt intresse att
térsdka omséitta nagon av ellipsens geometriska egenskaper i en meka-
nism. Uppfinnaren av en sadan bor sjilvfallet Svertyga sig om att de
ovaler hans apparat ritar, faktiskt #ro ellipser. Forfattaren vet tva fall
da de ej varit det.

2% [19]
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En ellipsograf som motsvarar hoga ansprak borde, férutom att den
skall fungera litt och tillforlitligt, vara i stand att rita &ven tdmligen
excentriska ellipser, atminstone sddana med axelférhallandet 1:4. D4
det i praktiken mycket ofta i samma figur f6rekommer sinsemellan lik-
formiga ellipser, d. v. s. med givet axelférhallande, bér det vara littare
att med ellipsografen rita siddana dn av varandra helt oberoende. Man
borde m. a.o0. med en instéllning kunna #ndra ellipsens storlek med
bibehallande av dess form. Dessutom &r det 6nskvirt att en ellips med
givna matt bekvimt kan ritas d&ven i tusch och pa bestdmd plats, samt
naturligtvis koaxiala ellipser utan att instrumentet behdver lyftas.
Nagon ellipsograf fullt motsvarande alla dessa fordringar har man hit-
tills ej lyckats konstruera.

I avsikt att klassificera kénda ellipsografer kan man anféra principen
for deras konstruktion, men man bor beakta, att ett visst resultat kan
tinkas vara uppnatt pa olika sitt. Darfor &r nedanstdende gruppering
icke den enda mdjliga. Dessutom kunna vissa allménnare slag av meka-
nismer pa olika sétt bringas att fungera som ellipsografer.

Vi betrakta atta kategorier av mekanismer for uppritning av en ellips:

I. P. g. a. fokalegenskaper.

II. Som plant snitt av cylinder eller kon.
ITI. Som affin bild av en cirkel.

IV. Genom dubbel ritlinjig glidning.

V. Som hypocykloid.

VI. Genom mekaniskt realiserad parameterframstéllning.
VII. Medelst ledmekanismer.

VIII. Av bestimd given form (excentricitet).

I. Allmént kiind &r ellipsens trddkonstruktion (fig. 1), pa tyska ofta
kallad »Gértnerkonstruktion¢, som emellertid till f6ljd av ringa nog-
grannhet dr f6ga anviandbar vid ritarbete. Man kan likvil ddrmed draga
grinsen bl. a. for fotografier eller for bordsskivor som skola géras ovala.
Den medelst en penna spinda traden behover givetvis icke vara fistad
vid brinnpunkterna, den kan utgéras av en kring desamma lagd sluten
ogla.

II. 1. En, som man i forsta 6gonblicket kunde tycka genialt enkel ellip-
sograf erhaller man genom att halla en nollcirkels (wjungfrucirkels«) axel i
oforindrat snett lige mot ritplanet, ty nollcirkelns dragstift ror sig pa
ytan av en rotationscylinder och dess spets ritar snittkurvan mellan
cylinderytan och ritplanet, alltsa en ellips. Ndgon skrapning av pappret
forekommer ej dirvid. Teoretiskt sett kan man litt rita bade koaxiala
och likformiga ellipser, vilket dr vardefullt, men i praktiken fungerar
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Fig. 1

instrumentet daligt och desto sémre, ju stérre den genom axelns lutning
bestimda excentriciteten #r. Dessutom &r ju metoden begrinsad till
sma ellipser och man kan knappast férmoda att ett i stor skala utfort
instrument skall fungera ndmnvirt battre.

2. En tekniskt mera fullkomnad apparat, dvensd grundad pa paral-
lellprojektion av en cirkel, ér angiven av Lothar Ruisz. Forfattaren har
tyvérr ej varit i tillfille att prova den.

3. Atminstone som demonstrationsmodell ir en av Hildebrandt
konstruerad apparat av intresse:

Pa ett plant underlag (fig. 2) vilar ett massivt klot £ genom vars
centrum gir en med underlaget parallell axel a. Kring denna kan en mot
klotets centrum riktad tapp ¢ vri-
das i det mot axeln a vinkelrita
planet och fastgoras i onskat lige,
varvid tappen kommer att utgora
axeln for en tangentkon till klo-
tet. Vid tappen kan en kring den-
samma vridbar hylsa ik fastgéras
s att en i hylsan glidande metall-
stav s tangerar klotet medan den
skér ovannidmnda tapp eller for-
laingningen dérav i en bestimd Fig. 2
punkt Y. Vrider man hylsan jim-
te den diri glidande staven, kommer den sistnimnda att beskriva man-
teln av en till klotet lagd tangentkon med spetsen Y och genom stavens
tyngd kommer dess spets P att pad underlaget rita en ellips, parabel eller
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hyperbel (beroende pé instéllningen), fér vilken kurva klotets tange-
ringspunkt pad underlaget enligt Dandelins kéinda sats &r en brinn-
punkt.

III. Varje affinograf eller apparat f6r utforande av affina transforma-
tioner av plana figurer kan med jimforelsevis gott resultat anvindas
som ellipsograf. Man har endast att
P lata farstiftet rita en cirkel och far
som affin bild dirav en ellips. Ju
mer forhallandet mellan den wur-
sprungliga och den transformerade
figurens ordinator kan variera, desto
storre anvéndningsmojlighet har en
affino-ellipsograf (fig. 3).

IV. 1. Vi komma nu till de &t-
minstone for nirvarande mest an-
N\ vinda typerna av ellipsografer.

Fig. 3 Later man en stricka (fig. 4a) rora

sig sa, att dess dndpunkter 4 och

B glida utmed tvenne mot varandra vinkelrita linjer « och y, si be-
skriver en punkt P pa strickans forlingning eller pa strickan sjilv en
ellips med halvaxlarna BP=a och AP=b. Betecknar man nimligen
strickans fordnderliga lutningsvinkel mot z-axeln med u, si framgar det
omedelbart att ekvationerna x=acosu, y=>bsinu representera en ellips
i koordinatsystemet x, y med u som parameter. Detta resultat, som vl
finnes i varje lirobok i analytisk geometri, ligger till grund for ett flertal

Fig. 4b

ellipsografkonstruktioner vid vilka linjerna eller skenorna z og y kunna
ligga i samma plan eller i parallella plan. En sadan ellipsograf i ritt
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primitivt utférande synes i fig. 4b. De kvantiteter man vid anvéindningen
bor instélla, dro i regel halva lillaxeln b och halvaxlarnas skillnad a—b.
Sistnimnda storhet, vars skala i allménhet icke strécker sig lingre &n
till 4 cm och ofta ej s langt, 4r bestimmande for instrumentets formaga
att rita stora excentriska ellipser. En ellips med givna halvaxlar @ och b
kan #ven astadkommas s& att den rorliga strickan ges lingden a+b
och punkten P far avstainden AP=a och PB=b fran dess &ndpunkter.
Det forstnamnda fallet, d& P ligger pa strickans 4B forlingning, synes
dock i praktiken vara det viktigare.

Vanligen kan man genom att insétta ett dragstift rita ellipser direkt
i tusch. Dirvid ror sig dragstiftet som saddant i riktningen av ellipsens
tangent, men dess kikar dro parallella med tangenten endast i axlarnas
dndpunkter medan deras rorelseriktning i 6vrigt har en mot dem sjilva
vinkelrdt komponent och de dirfér i viss man skrapa ritpappret. Det
dr en intressant uppgift att soka de punkter i vilka skrapningen &r
storst.

2. Icke pa langt nir lika allmént kéind som ovanndmnda egenskap dr
att de bada styrlinjerna z och y, d. v. s. ellipsografens skenor, icke behva
bilda en rit vinkel. Ej heller behova punkterna A4, B och P ligga i rit
linje. Det visar sig att dven en sadan »felaktig ellipsografe, vid vilken
vinkeln mellan z och y 4r sned och ABP icke &r en riit linje, ritar ellipser.
Dock &r instéllningen av en sidan for givna matt nagot mer komplicerad.
Det bér observeras att styrlinjerna i
allménhet icke #ro konjugatdiametrar
i ellipsen.

Man kan utsiga det anférda resul-
tatet i allmén form sé, att om tva punk-
ter A och B (fig. 5) av en plan figur réra
sig rétlinjigt, en godtycklig punkt P i
det rorliga planet beskriver en ellips
med undantag av punkterna pa peri-
ferin av cirkeln genom styrlinjernas
skdrningspunkt och punkterna 4 och B,
vilka sistnimnda punkter rora sig lings
rita linjer. Beviset utforas littast med Fig. 5
hjilp av rorelsens polkurvor (jfr. V).

Resultatet kan till och med utstrickas till rymden men vi ingé ej dérpa.

3. Rorelse med i allmiinhet elliptiska bankurvor uppstér 4ven om man
later strickan eller planet ABP vara fast, medan skenorna x och y samt
ritpappret eller underlaget f& réra sig. Man har i detta fall en ovalsvarv,
en apparat som redan Leonardo da Vinei (1 1519) skall ha anvént.
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V. Savil vid den normala som vid den »felaktiga« ellipsografen och
vid ovalsvarven kan man friga sig, vilka de polkwrvor iro, genom
vilkas glidningsfria rullning den elliptiska rérelsen uppkommer, ty ett
par sidana polkurvor existera vid varje plan rorelse. Med férbigaende
av den f. 6. alldeles litta hirledningen ndmna vi héir endast att (de icke
materiellt forefintliga) polkurvorna #ro cirklar, av vilka den ena har
dubbelt sa stor radie som den andra och omsluter denna (fig. 5). Vid
ellipsografen &r den storre cirkeln fast medan den mindre rullar lings
insidan av den storres periferi. Vid ovalsvarven &r férhallandet omvint,
d.v.s. den mindre cirkeln &r fast. Varje punkt i den rorliga cirkelns
plan, &ven med godtyckligt stort avstdnd fran centrum, beskriver
dérvid en ellips, i undantagsfall en rit linje. Man kan darfor siga att
ellipsen #r en speciell hypocykloid. Vid ovalsvarven kan man anvinda
ordet pericykloid. Det dr tankbart att direkt pa ifrigavarande egenskaper
grundade ellipsografer med materialiserade polkurvor kunde konkurrera,
med de vanligen anvénda.

VI. Principen fér en av Fowler i Amerika nyligen konstruerad och
i handeln befintlig ellipsograf framgar av fig. 6.

Inom en pé ritpappret = liggande fast ram p glider i riktningen av en
vald z-axel en metallskiva ¢. P4 denna rotera tvid p& yttersidan med
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Fig. 6

kuggar foérsedda ringar med diametern d i motsatta riktningar di den
hogra ringen I vrides medelst ett handtag H. Vardera ringen har en
slitsad radie som i utgangsliget sammanfaller med z-axeln och som
bildar vinkeln +u med denna. En inom slitsen pa I fastgjord penna P
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befinner sig pa det stillbara avstandet b fran ringens centrum. I slitsen
inom ringen II och pa det likasa stédllbara avstandet g fran dess centrum
finnes en tapp som glider i en med ramen g fast férbunden, mot z-axeln
vinkelrit skara s och dérigenom forskjuter skivan o jimte kuggringarna
I och 11 i forhallande till ramen g och ritpappret =.

Lata vi skaran s sammanfalla med y-axeln i ett rétvinkligt fast koor-
dinatsystem och betrakta vinkeln w som parameter, sa dro koordinaterna
for pennan P:

X

gcosu+d+bcosu = d+(¢+0b) cosu ,
Yy = bsinwu ,

dér sdsom ndmnt d &r en given konstant =kuggringarnas diameter, ¢ och
b stdllbara kvantiteter. Vi finna att P beskriver en ellips med halv-
axlarna ¢+b och b. For att halva storaxeln skall ha en given lingd a,
bor man vilja g=a—b. Vi se saledes att &ven vid denna ellipsograf
skillnanden mellan de av apparaten ritade ellipsernas halvaxlar spelar en
viktig roll. Storsta virdet av denna skillnad &r omkring 45 mm.

Vissa konstruktioner av Hoecken och Dearing héra till den nu
behandlade kategorin av ellipsografer och ha beréringspunkter med den
Fowlerska, men det ér ej bekant, huruvida de fullkomnats till praktiskt
anvidndbara instrument.

VII. 1. T avsikt att undvika den vid ellipsografer med rakféring fore-
kommande glidningen kan man f6érsbka gora bruk av ledmekanismer,
vid vilka enbart rotationer #iga rum. En-
ligt Kempe dr det i princip mojligt att
ange ledmekanismer for att (styckvis) rita
vilken pa forhand given algebraisk kurva
som helst.

Enklast vore det om en ledad fyrhérning
ABCD kunde tjina som ellipsograf d& en
av dess sidor 4D halles fast. S& dr emeller-
tid icke fallet. En med motstaende sida fast
forbunden punkt P ritar i regel en kurva
av sjitte graden. I det symmetriska spe-
cialfallet (fig. 7) och i vissa andra fall #ro
bankurvorna av fjirde graden men néigon
ellips uppstar ej ens om bankurvan sén-
derfaller. Ledfyrhorningen i fig. 7 &r en s. k.
antiparallellogram, och bankurvorna dro da sadana att de genom »inver-
sion« eller transformation med reciproka radier kunna éverféras i kurvor
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av andra graden. Man kan realisera en inversion medelst en annan anti-
parallellogram och har darfér mojlighet att lita en ledmekanism be-
stdende av 7 rorliga stavar fungera som ellipsograf. Att mekanismen
blir s& pass komplicerad dr ej forvinande om man betéinker att led-
mekanismer i allménhet alstra
»eirkuléra« kurvor och att ellip-
sen ju ej ar en sadan.

2. Man kan & andra sidan
utgd fran ellipsografen i fig. 4a
och forsoka astadkomma de no-
diga rakféringarna medelst led-
mekanismer. Det ricker med en
rakféring, ty om mittpunkten G
av en stricka 4B (fig. 8) halles
pé avstandet 4B fran en fast
punkt H, och A ror sig pad en
rit linje x genom £, sa ror sig B

Fig. 8 P4 normalen fran £ mot linjen x.

En ledmekanism f6r rakforing

bestar av minst 5 roérliga stavar, och med hjilp av en sddan kan man
bilda en av 7 rorliga stavar bestdende ellipsograf.

Overraskande nog kan dock enligt Hart den ifrigavarande rakfo-
ringen jamte den elliptiska rérelsen av en punkt P pé staven AB reali-
seras medelst endast 5 rorliga stavar, vilket enligt det féregéende ar det
minsta mdojliga antalet. Teorin for apparaten #r foga Gverskadlig, och
vi n6ja oss med att betrakta ett exempel pa en sidan ellipsograf (fig. 8).
Dérvid har man med p som konstant:

HG-HE -=HF = p, GA =GB = GE = 2p,
BC = CF = D = DE = p)/.

For praktisk anvindning limpar sig Harts ellipsograf ej da, som det
visat sig, den ej fungerar tillrickligt noggrannt. Men den har onekligen
teoretiskt intresse.

3. Vid de senast behandlade ellipsograferna férekommer ingen glid-
ning. Sidan upptrider dédremot vid en av Baum angiven ellipsograf
bestiende av en ledmekanism, ndmligen den i fig. 7 avbildade antiparallel-
logrammen ABCD da sidan AD héalles fast. Den férinderliga och glidande
skdrningspunkten F' mellan antiparallellogrammens lingre sidor 4B och
COD har nédmligen egenskapen att summan av avstdnden FA och FD ir
konstant. Om man medelst limpliga glidstycken anbringar en penna i
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punkten F, ritar den en ellips med de fasta punkterna 4 och D som
brannpunkter. Praktiskt anvidndbar torde denna ellipsograf icke vara.
Den hade for 6vrigt kunnat hinféras till kategorin I.

VIII. Vid askadlig avbildning, i synnerhet av tekniska objekt, och

AN
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N \‘\\\\\\\

vid illustrationer i avhandlingar och ldrobdcker anvinder man som
kéint ofta vissa standardprojektioner!. Giller det da att avbilda cirklar
parallella med néagot av koor-
dinatplanen — vilket ofta ar \
fallet — har man att rita el- \\\\\\\\\\
lipser av bestamdoglven fOI"I‘Il \\\\\\\\\ \\\\\\\\\
eller bagar av saddana. For \\ \\
att bekvimt kunna gora detta, \ \&\\\
kan man begagna i handeln \\\i\\ N\ \
férekommande schabloner med \‘.~ \
utskurna ellipser. \§
Vill man rita en sddan ellips \\ AN
men finner att ingen av schab- \\
lonkurvorna har precis 6nskad ' \\\\\\\\
storlek, ligger det nira till &\{\\ \\\
hands att ligga nérmast storre \\\\\\\
oppning koaxialt med den 6n-
skade ellipsen och draga kur- Fig. 9a
van med en tjockare penna &n
den fér anvindning av schab-
lonerna avsedda. Om ock me-
toden kan vara till nytta i
visgsa fall, 4r den oriktig. Den
erhéllna kurvan &r nédmligen
ingen ellips utan en parallell-
kurva till en sadan. Endast
vid ritning av cirklar &r resul-
tatet exakt.
Vi betrakta figur 9a och en Fig. 9b
parallellprojektion dirav, fig.
9b. De mindre cirklarna i fig. 9a kunna forestidlla den tjocka pennans
tvirsnitt. I fig. 9b synes detta ej som en cirkel utan som en ellips, gli-

1) Vanligast ar kavaljerperspektiv och ortogonalaxonometrisk avbildning. Den senare
kan man t. ex. véalja ssometrisk (lika stor forkortning pé alla koordinataxlarna), dime-
trisk (férkortningsférhéllandena 1:2:2) eller, som ofta i Amerika, trimetrisk med vinklar
om 105°, 120°, 135° mellan projektionerna av koordinataxlarna.
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dande lings en fast sadan, ndmligen schablonens rand som den bestéin-
digt tangerar, varvid axlarnas riktning férblir ofordndrad. Den rorliga
ellipsen fordndras ej under omloppet och bankurvan f6r dess centrum &r
en parallellprojektion ¢’ av den i fig. 9a med ¢ betecknade cirkeln och &r
saledes en ellips. Det dr déarfor ej riktigt att anvidnda en vanlig penna
utan man bor ha en med elliptiskt tvirsnitt. Sddana pennor eller hol-
kar av olika storlek finnas till salu i Amerika.

Samma holkar med storaxlarna a,, a,, ... kan man anvinda for att
rita ellipser, vilkas storaxlar skilja sig fran vilka som helst av schablon-
ellipsernas med just nimnda kvantiteter.

Ingenting hindrar att man i stéllet f6r utskurna elliptiska hal anvén-
der elliptiska skivor, d4 sddana sta till f{6rfogande. De ellipser eller holkar
man later glida lings randen av en skiva eller en 6ppning, behéva givetvis
ej vara sma. Det finns i sjélva verket ingen annan begrinsning 4n deras
pa forhand givna excentricitet.

Man ser ytterligare, att enveloppen fér var och en av de rorliga ellip-
serna sonderfaller i en inre och en yttre ellips, bada likformiga med ¢’.

Det finns saledes flera mojligheter att bekvamt rita ellipser av be-
stdmd form men olika storlek och allt detta framgar omedelbart genom
betraktande av figur 9b som parallellprojektion av 9a.

Metoden forutsiatter som ndmnt, att den glidande ellipsen fores lings
den fasta med bibehallen riktning av axlarna. Det torde vid praktisk
anvindning vara fullt tillréickligt for ndmnda &ndamal att forse den
rorliga ellipsen med ett handtag som tydligt anger dess storaxel. Men
man kan sikra parallellféringen med en vanlig ritmaskin eller med en
speciell f6r dndamalet konstruerad mekanism som jimte schablonerna
férekommer i handeln.




NAGOT OM DIFFERENTIAL-DIFFERENSEKVATIONER!

TORE HERLESTAM

Den linedira homogena ekvationen. I en del tillimpade vetenskaper
upptrider problem, dir ett visst forlopp inte kan beskrivas adekvat med
enbart forhallandena i en rum-tid-punkt och dess omedelbara omgiv-
ning. Det fordras dessutom information om tillstdndet i andra punkter
pa dndligt avstand fran den aktuella. Som exempel mé nimnas sprid-
ningen av en epidemi, didr man i en férsta grov approximation kan téinka
sig, att antalet insjuknade &r proportionellt mot antalet smittade vid
en foregdende tidpunkt, detta beroende pa att sjukdomen har en viss
latenstid. Problemet skulle da leda till en ekvation av formen

y'(x) = k-y(x—h).

Denna ekvation far tinkas svara mot ett idealforlopp, vilket i praktiken
oftast &r orealiserbart.

Liknande problem kunna upptrida i ekonomisk teori t. ex. i samband
med produktionsstyrning och i fysiken t. ex. vid anvindning av Geiger-
raknaren, vilken #r behiftad med en viss troghet, d. v.s. den har en
okénslighetsperiod efter varje impulsgivning. I méanga fall leder pro-
blemen till en ekvation av formen

y'(@) = Flyl@—h)] .
Vi kommer hir att uteslutande syssla med det allra enklaste fallet,
némligen d& A &r konstant=1 och F(u)=u, d. v.s.
(1) y'(@) = ylx—-1).

Denna funktionalekvation ar
a) linedr och homogen,
b) invariant under derivation, och
¢) invariant under translation.
1 Den siste del av denne artikkel ligger vesentlig over det nivd som NMT vanligvis

forsgker & holde. Redaksjonen har likevel villet publisere artikkelen, da den inneholder
nye resultater av stor interesse.

[29]
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Detta innebir, att
a) om ¥y, och y, &r losningar och ¢, och ¢, dr tal, s 4r y=c,y; +cy,
ocksa en 16sning,
b) om y, &r en tvd glnger deriverbar l6sning, s& dr y =y, ocksd en
16sning, och
c) om y=y(x) ér en losning, s &r ocksd y,=y(x+a) en losning.

Den karakteristiska ekvationen. En l6sning av formen u(z)=e® till
ekvationen (1) kallas partiallosning. For att es® skall vara partiallosning
ar det tydligen nédvindigt och tillrickligt att

(2) §=e"%,

Denna transcendenta ekvation ér alltsd den karakteristiska ekvationen
till problemet (1) och dess rotter bestimmer partiallssningarna. Som
for ordindra differentialekvationer anvindes vid behov samma benim-
ning p4 losningarna x%es®, k=0, 1, 2, ..., m—1, om s ar en karakteristisk
rot av multipliciteten m. I fallet (1) blir dock inte detta aktuellt.

I ekvationen (2) sitter vi s=o +1f, separerar real- och imaginérdelar
och far

(3) o =e9cost, = —egint.

Hérav drar man genast f6ljande slutsatser: Bortsett fran reella rétter
(c=e°, t=0), s& upptrider de karakteristiska rotterna parvis konju-
gerade. Vi kan alltsd begrinsa oss till halvplanet ¢=0. Vidare maste
sint och ¢ ha motsatt tecken sa att rotterna med ¢ > 0 ligger i intervallen

2n—1m<t<2nm, n=1,2,3,.... For att nirmare undersoka rotternas
fordelning inom dessa intervall omformar vi ekvationerna (3) till

o = log(—t-1sint) = —¢cott,
och bildar funktionen
f(@) = log(—sint)—logt+tcott, (2n—1)mw <t < 2nm, n =1,2,3,....

Nu ir
J't) = —t— (Y2 cott—¢-1/2)2 < 0,

s& att f avtar i varje intervall. Eftersom vidare f((2n—1)mw+¢) — + oo
och f(2nmw—¢e) - — oo, dd ¢ - +0, sd har f exakt ett enkelt nollstille ¢,
i varje intervall. Motsvarande realdelar bestimmes ur

o, = —t,cott,, m=123,...

n

Tillfogas den enda reella roten o, till ekvationen o=e—° och sittes
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Sp=0p+ity, n=1,2,8, ..., =0, och s_,=8§,, s& blir {s,}*2 den full-
stindiga sviten av karakteristiska rotter, alla med multipliciteten 1.

Man verifierar ganska litt foljande egenskaper: Foljden {t,}7 &r
vaxande, medan {0,}% avtar, och

t, = (2n—})mw— (27m)~1 log (27n) + O(n=2 logn)
o, = —log(2zan)+O0(n—'logn) .

Dessa uppskattningar &r av betydelse bl. a. nir det giller att avgora
konvergens hos serier av formen Xa, e, z=z+iy. Antag t.ex. att

serien X' a,,e** &r konvergent. Eftersom for n> 0 och y >y,
n>0

[ean(z—zo)] = ¢on(@—20)~tn(y—yo) — O(e—"(y—’yo)) ,

s& foljer att serien 2 a@,e’* konvergerar i halvplanet Im (z)>Im (z,).
n>0

Konvergensen blir ju dessutom likformig i varje begrinsat, slutet
delomrade av detta halvplan.

Ensidiga l6sningar. I fortsidttningen kommer vi att behandla nagra
olika slag av 16sningar till funktionalekvationen (1). Forst betraktar vi
det reella fallet, d. v. s. d& variabeln « &r reell, och intresserar oss natur-
ligtvis d& foretridesvis for reella 16sningar. En funktion y(r) som &r
minst en ging deriverbar pa en halvaxel z 2, och dir uppfyller ekva-
tionen (1), kallas en ensidig l6sning. En fvdsidig 16sning har dessa egen-
skaper pa hela axeln. Fér ensidiga 16sningar skall vi bevisa existens- och
entydighetssatser.

Helt kortfattat skall vi ocksd berdra det komplexa fallet och ge
exempel p4 hur man kan konstruera analytiska losningar med vissa
uppgivna egenskaper samt redogdra for nigra tdmligen firska resultat
pé detta gebit.

Betrakta foljande begynnelsevirdesproblem fér ensidiga l6sningar pa
halvaxeln 2>1:

) Y@ = ye-1), z 2 1
() {y(x>=f<x>,0§x 1
Av funktionen f fordrar vi endast kontinuitet, ej deriverbarhet.

ENTYDIGHETSSATS: Problemet

{ y'(x) = ylx—1),

x
yx) =0, 0 =z <

- IV
—t

har enda ensidiga losningen y(z) =0, 2= 0.
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Brvis: Om y(x) &r en ensidig 16sning med begynnelsevirdena O,
0<z=1, sd maste tydligen y'(x)=0, 1<x<2, varav y(x)=0, 1522,
eftersom y(1)=0. Nu foreligger samma problem pa halvaxeln =2 som
det ursprungliga pad =1, alltsd ar y(x)=0, z=0.

Ex1sTrEnssaTs: Man kan bestimma tal 4,, 4,, 4, ... sddana att
F n—lAn-k k
@) = 3 S @)
=0
(5) + S (x—8)»1ft—m)dt, for n = [z] 2

F)=f(x),for0<z<1,

blir ensidig 16sning till problemet (4). — Hir betecknar som vanligt
n=[x] det storsta heltal n, som uppfyller » < x.

Bevis: For godtyckliga tal 4,, 4,, 4,, ... loser F ekvationen (1) pa
den punkterade halvaxeln x> 1, x+heltal, ty dd 1 <x <2 dr

F(z) = A, + Sf(t—l)dt,
1

sdatt F'(x)=f(x—1) och F(x—1)=f(x =F'(x),ochforl<n=sx<n+1
ar
Pa) = 3 A o ey §(w—t)”‘2f(t—n)dt
iy (B=T1)! (n—2)! J
och _2
e An-—l—lc
Flx-1) =)' (x—mn)k
P k!
x—1
1
+ (n_2)!n51(x—l—t)"—zf(t—n+ 1)dt = F'(x).

Det ricker déarfor att bestdimma 4,, 4,, 4,, ... sa att F blir kontinuerlig
i heltalspunkterna. Nu ér emellertid

F(im+0) = Fm) = 4,
och

m—2
Am 1-k 1

oo -
m=0) = 2 =+ o

(m—tym=2f(t—m+1)dt
1

= fems

m—2
A moi-k

—2

(m 31 (1—=t)ym-2f(¢)dt, for m = 2,3,4, ...;

[=3
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da m=1 giller i stéllet
F(1+0) = F(1) = A; och F(1-0)=/f(1-0)=f(1).

Existenssatsen dr alltsd bevisad s& snart man har funnit en 16sning till
rekursionen

4

1
Am—l—k 1 . m—2
‘ A, _ké; 5 +(m_2)!§(1—-t) ft)dt, m=2,3,4,...,

(6)

vilken som synes &r trivial.

Ansatsen (5) dr inte s& artificiell som den vid forsta paseende kan fore-
falla. Om némligen y(x) dr en ensidig 16sning till (4), s& foljer att y(x)
gr 1 gang kontinuerligt deriverbar i 1< <2, 2 ganger kontinuerligt

deriverbari2=<x <3, ..., n ganger kontinuerligt deriverbarin <z <n+1,
och vidare att y™(x)=y@x—n)=f(x—n), nS<zex<n+1, samt y®(n)=
yn—k), k=0,1,2, ..., n. Ansatsen &r alltsa himtad fran Taylors formel:
"Ly®(n) ¢
= —n)k —t)n-Lym(t)dt
@) = 2 et e
"lyn—k 1 ¢ \
= “'y—(ﬁ—)(x—n)k-k S(x—t)"—lf(t——n)dt, nx<n+l.
k=0 k! (’l?/ - 1) !

n

Sammanfattningsvis har vi hirmed bevisat féljande

Sars: Till varje given kontinuerlig funmktion f(x), 0Sx =1, finns en
entydigt bestimd funktion F(x), x=0, som dr dertverbar for £ =1 och som
har egenskaperna

F(z)=F@x-1),z21, och F()=f(x),0sx=1.

Ty existenssatsen ger en sddan funktion F, och om det till samma f
funnes tva, F, och F,, s& skulle y=F, — F, vara en ensidig 16sning med
begynnelsevirdena 0, men da visar entydighetssatsen att y=0, d. v.s.
F,=F,.

Exempel
y@) =fl@) =2 0=z=1.
Da finner man litt 4,=1, 4,=3%, 4;=4%, .... Vidare blir
for 1 =<2 =<2 y)=1+3x—-1)3%
for 22 =<3: yx)=4%+@—-2)+%=x—2)% o.8.v.

NMT. Hefte 1, 1957. — 3



34 TORE HERLESTAM

Analytiska 18sningar. Begynnelsevirdesproblemet (4) kan naturligtvis

ocksa behandlas med Laplace-transformen §(p) = S e~P%y(x)dx. Man finner

0
1

(p-e)3(p) = p\ er=f@)dw+erf(1) = gp),
0
och en formell inversion ger

ct+100 +o0

y(z) ~ o S (p—e?)lg(p)ePdp ~ 3 a,e™*.
c—400 -
I fallet y'(x)=a-y(x—1), vilket ju som specialfall innehaller vart pro-
blem, har O. Polossuchin [4] visat att Fourier-serien 2 a,,e*»* kon-
vergerar, vilket medfor att inversionen ger en i dtminstone nagot om-
rade »riktige 16sning.
Dixon [1, p. 249] har konstruerat liknande integrallssningar pa fol-
jande sdtt: Betrakta integralen
ta+o0o
P(2) = S (e~%—s)le**ds, a + samtliga ¢, och a + (2n+ })7,
ia—00
som existerar i vertikalbandet —1<Re(z)<0 och dir framstiller en
analytisk funktion. I halvplanet Re(z)> —1 giller emellertid
1
S e(z+1)sd8 — (z+ 1)—lez‘a(z+1) ,

1a—00
sd att | .
20400 wa
@.(2) = S (e=$—s)~tersds + S {ers(e=% — )1 — eC DS} dg 4 (z + 1)~Letale+D) |
ia ta—o0

Hér &r den forsta integralen analytisk i halvplanet Re(2) <0 och den
andra i halvplanet Re(z)> —2. Vi har alltsi fortsatt ¢, till bandet.
—2<Re(z) <0 och dérvid upptickt en pol i 2= —1 med residu 1.
I halvplanet Re(z) < —1 géller vidare
ia+00
S e(z+1)sds — — (z+ 1)—leia(z+1) ,
sa att man kan i bandet —2 <Re(z) < —1 framstilla ¢, pd formen
ta+o00 ia—too
Pa(2) = S {ers(e=5— )1 — eV} ds = S (e=8—s)Lsel+Ds s

ta—00 ta—00




NAGOT OM DIFFERENTIAL-DIFFERENSEKVATIONER 35

Dar giller foljaktligen ¢,(2)=¢, (z+1) d.v.s. ¢, loser var funktional-
ekvation. Tydligen kan ¢, succesivt fortsittas pd analogt sitt.

Funktionen g, kan ocksd framstéilles som en seriesumma X C, e’
Betrakta den namligen forst i halvbandet —1 <Re(z) <0, Im (z) > 0. Om
a<t,<a+2m, si ger residusatsen

Pal?) = Pasenl?) = —2milsy +1) e,
Wa+2m)—N  (a+2n)+N
eftersom S och S (e=5—s)"tesds — 0, och vidare foljer av enkla
ia~N iatN
uppskattningar att @,,s,.(2) > 0 dd n — co. I sagda halvband &r alltsa
Pa(2) = =25 3 (s, +1) e,
h>a

Eftersom serien uppenbarligen konvergerar likformigt i varje begrinsat,
slutet delomrade av halvplanet Im(z)>0, sa framstéller tydligen dess
summa @,(z) i hela detta halvplan.

Viljer man i stéillet fran borjan halvbandet —1<Re(z) <0, Im(z) <0,
84 dr det klart att man pa detta sétt far

Pa(2) = 27t 3 (s, +1)te?, Im(z) < 0.
n<a

Hirigenom har vi skaffat oss en tdmligen fullstindig bild av g,.

Denna funktion kan nu anvindas vid konstruktion av analytiska
l6sningar med uppgivna rationella singulariteter, sidvitt dessa star i
overensstimmelse med funktionalekvationen. Exempelvis &r

m—1
(=1)*C
) =X Pz 1)
=0 :

en analytisk 16sning med en pol av ordning m i 2=z, och singuldra delen

m—1

2 Crlz—z) .
k=0

Med forhallandevis komplicerad metodik har mot slutet av 1940-talet
Leontev [3] bevisat en del karakteristiska satser om analytiska 16s-
ningar till en generell ekvation, som omfattar den hir behandlade.
Hans resultat kan i vart fall formuleras i foljande tre satser:

SaTs 1: Varje 16sning som &r regulir i ett horisontalband B: —co<a <
Im(z) £b< + oo, kan dir entydigt skrivas

F(z) = lim i’Ak(n)esk“"

n—>00 —n

8*



36 TORE HERLESTAM

med konstanta 4,(n). Konvergensen #r likformig i varje begrinsat,
slutet delomrade av B.

Sars 2: F kan uppdelas: F(z)=G(z)+ H(z), dir

G(z) = lim 3 A;(n)e** och H(z) = lim 3 A_;(n)e’—**
0

1

dr reguldra i halvplanen Im(z) > a resp. Im (z) <b.

Sars 3: Griansvirdena lim 4,(n)= 4, existerar, och
n—> 00

Qz) = D) Ape*, H(z) = 3 A_je™**
0 T

i halvplanen Im(z) = a resp. Im(z) <b.

Bevisen ligger helt utom ramen fér var orientering. Vi far noja oss
med att hénvisa till originalarbetet.

Materialet till denna hogst summariska framstéllning #r till mycket
stor del hamtat frin Wolfgang Hahns ypperliga 6versikt [2]. Denna
ir emellertid icke begridnsad till det speciella problem som berorts hir,
utan ir lagd p& avsevirt bredare bas och behandlar mycket vida klasser
av differential-differensekvationer. For mera detaljerad information om
tillimpningar, stabilitetsfragor etc. hinvisar vi darfor till detta arbete.

LITTERATUR

[1] A. C. Dixon: On the solving nucles of certain integral equations whose nuclei are homo-
geneous and of degree — 1, and the solution of a class of linear functional equations. Proc.
London Math. Soc. (2) 27 (1928), pp. 233-272.

{2] W. HauN: Bericht iber Differential-Differenzengleichungen mit festen und verdnderlichen
Spannen. Jahresber. Deutsch. Math. Verein. 57 (1954), S. 55-84.

[3] A. F. LeoNTEV: Differential-differensekvationer. Mat. Sbornik (nya serien) 24 (66)
(1949), sid. 347-374 (pa ryska).

4] O. PorossucuIN: Uber eine besondere Klasse von differentialen Funktionalgleichungen.
Diss., Zirich 1910, 52 S.




BOKMELDINGER

E. Bopewia: Matriz Calculus. North-Holland Publ. Co., Amsterdam,
1956. 104334 pp. Guilders 26.50.

(Innholdsfortegnelse i NMT 4 (1956), s. 215.)

Det er ikke noget nyt at anvende matrixregning som hjelpemiddel
ved numeriske problemer, og der findes i forvejen en rekke udmerkede
fremstillinger af emnet. Men da der ogsé er skrevet en del, der ikke er
s4 godt, m& man hilse en ny og god bog som den foreliggende velkommen.

Den er snarere en hindbog end en lerebog. Den indeholder i alt fald
en sddan mangfoldighed af metoder og synspunkter, at en leser uden
forudviden nemt vil tabe pusten. Men bogen vil mere end blot hobe
kendsgerninger sammen. I forordet fremheever forfatteren, at det er
lykkedes ham at gere matrixleren til en »calculus«. Et citat vil vise,
hvad han mener:

Take, for instance, the simple operation of displacing row ¢ of
A so that it becomes row k. The old notation makes no provision
for expressing this, while we write e, 4; or E;A.

Or take column % of the inverse of 4AB. In the usual notation it
reads .
((AB)Y)y, i =1,...,m,
which is useless for further calculation. For example, suppose it is
to be premultiplied by B. We should have to write

B((AB)—I)W i=1,...,n,

a result that is completely unclear and can be simplified only by
thinking, not by calculating. In our calculus, however, the former
expression is written simply as

(AB)-le, or B-lA-le,,
and the latter as
BB-l4-le, = A-le,,

that is, column %k of A-1, a result which is produced automatically
by the calculus itself, thus leaving thought free for other purposes.

[37]
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Man kan sperge, om der er noget nyt i dette — slige formler er set for.
Men efterhanden som man arbejder sig igennem bogen, bliver man klar
over, at den konsekvente anvendelse, som forfatteren overalt ger af det
nevnte synspunkt, betyder en virkelig lettelse, ndr man skal operere med
mere komplicerede matrixudtryk. I bogens forste del, der kort og godt
er kaldt Matrix Calculus, og som er en teoretisk gennemgang af matrix-
teorien i sedvanligt omfang, forteeller forfatteren gentagne gange, hvor
elegant hans »calculus« virker. Som regel har han ret, men det haender
ogsé, at elegancen — med eller uden overleg — er ofret til fordel for
konsekvensen, som nar det skal vises, at Sp(4'4A)=2 2 a,2 Dette er
umiddelbart indlysende, nar man tenker, men kreever anvendelsen af
6 linier, 3 henvisninger og 11 summationstegn, nir man tager skyklapper
Pa og bare regner.

Efter denne teoretiske begyndelse folger s i kapitel 2, der kan leses
uaftheengigt af det foregdende, en klar, praktisk og grundig gennemgang
af de forskellige metoder til lgsning af systemer af linesre ligninger.
Man kan pé visse punkter veere uenig med forfatteren, man kan under-
tiden blive irriteret over hans temmelig subjektive syn p4 andre forfat-
tere, selv om hans sprog er meget afdempet i forhold til det, han har
brugt i tidligere arbejder. Men i det store og hele er fremstillingen for-
trinlig. Disse bemeerkninger geelder maske i endnu hgjere grad det naste
kapitel, Inversion of Matrices, der nodvendigvis mé knytte sig meget neer
til kapitlet om ligninger. Et seerligt afsnit er helliget, hvad forfatteren
kalder geodewtiske matricer, hvorved han &benbart mener matricer, der
indeholder en serlig simpel delmatrix. Her er — som mange andre steder
i bogen — gjort rede for anvendelsen af hulkortmaskiner, men udvik-
lingen er i nogen grad lobet fra forfatteren, der ikke helt synes at veere
klar over moderne hulkortanleegs muligheder. Det er f. eks. ikke rigtigt,
at en hulkortmaskine ikke kan dividere. Men bortset fra, at denne fejl-
agtige opfattelse gor visse vurderinger misvisende, er afsnittet leererigt og
leeseveerdigt.

I bogens sidste kapitel, Eigenproblems, ligger hovedveaegten stadig pa
det numeriske. Her mé man dog i hgjere grad end i de andre kapitler
stotte sig til de teoretiske resultater, der er naet i kapitel 1.

Det er efterhdnden sedvane at anvende fede typer som betegnelse
for matricer, man kan s& mene om denne betegnelse, hvad man vil.
Men det giver anledning til et meget uroligt skriftbillede, der stiller
ganske serlige krav til den gvrige sats, krav, der kun sjeldent imgde-
kommes, og i alt fald slet ikke i den foreliggende bog. Overskrifter og
fremheevelser tyranniseres si brutalt af de fede matrixsymboler, at et-
hvert overblik gar tabt. Det er synd, for det forringer i nogen grad bogens
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igvrigt fine handbogskarakter. En skensom anvendelse af et par farve-
blyanter vil dog hurtigt kunne rette denne ulempe, og bogen ber ikke

savnes nogen steder, hvor numerisk regning dyrkes.
g ’ gning &yt Henry Jensen

WoOLFGANG GROBNER: Matrizenrechnung. (Blaschke, Math. Einzel-
schriften 4.) Verlag R. Oldenbourg, Miinchen, 1956. 249 S., 9 Fig. DM
23.00.

(Innholdsfortegnelse i NMT 4 (1956), s. 109-110.)

Grobners framstillning av matriskalkylen vilar p& helt elementér
grund och r tinkt som lirobok pé higskolestadiet men ocksa for sjélv-
studier och komplettering av géingse forelisningar. Den utgér fran trans-
lationer i planet som enklaste exempel p4 tvadimensionella vektorer och
for lasaren fram till problemet om transformation pd huvudaxlar —
med tillhérande kongruensbegrepp.

Det forsta kapitlet ger alltsd en elementir introduktion av vektorer
och matriser. I kapitel 2 inféres och behandlas determinanter med hjilp
av Grassmanska yttre produkter, vilket tycks ha mojliggjort en genom-
skinlig klarhet som inte #r s& vanlig i dessa sammanhang. Aven i 6vrigt
avviker framstéllningen hir fran traditionen, bl. a. genom ett flertal
intressanta detaljer for symmetriska och skevsymmetriska matriser och
genom att funktionaldeterminanterna fatt ett eget avsnitt i denna rent
algebraiska miljo. Sa bérjar den lineira algebran pa allvar i kapitel 3
med tillimpningar i affin och projektiv geometri, varefter fjirde kapitlet
tgnas &t fortsatt determinantteori, bl. a. Laplace-utveckling, verma-
triser, adjungerade matriser och Hadamards determinantuppskattning.
Hir finns ocksé inskjutet ett utjimningsproblem: lésning av overbe-
stimda ekvationssystem med minsta-kvadrat-metoden.

Rationella funktioner av en kvadratisk matris, frimst naturligbvis
polynom, behandlas i femte kapitlet, dir man aterfinner alla de vilkinda
resultaten om minimalpolynomet, sekularekvationen och egenvérdena,
Cayley-Hamiltons sats (tv& goda bevis) m. m. Dessutom tillkommer nigra
avsnitt om brutna rationella matrisfunktioner och Frobenius’ kovarian-
ter. De tva sista kapitlen slutligen &r fgnade &t ekvivalens- och kon-
gruensbegrepp, en aning elementardelarteori, transformation pa normal-
form och huvudaxelproblemet. I det sammanhanget fister man sig kan-
ske sdrskilt vid en generell sats om hermiteskt automorfa transforma-
tioner, vilken delvis gar tillbaka pa Wedderburn och innehéller mycket
kinda satser av Cayley och Euler (fixpunktsatsen).

Grobners »Matrizenrechnung« &r enligt anmilarens uppfattning en
pedagogiskt vilskriven lirobok, som gott forsvarar sin plats i litteraturen
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pé sitt gebit. Strskild styrka synes den ha fatt genom omsorgsfullt valda
beteckningar och kanske framfsrallt genom att varje kapitel avslutas
med kompletteringar och 6vningsuppgifter. Som ett exempel aterfinner
man bland kommentarerna till andra kapitlet Weierstrass® alternativ till

f. . d e 3 t .
definition av determinanter Tore Herlestam

Konrap KNope: Infinite sequences and series. (Translated by F. Bage-
mihl.) Dover Publ., New York, 1956. 5+ 186 pp- $ 1.75, cloth § 3.50.

(Innholdsfortegnelse i NMT 4 (1956), s. 217.)

I forste kapitel gjor forfatteren greie for de forkunnskaper som forut-
settes hos leseren: Fortrolighet med reelle og komplekse tall og rudimen-
teert kjennskap til differensial- og integralregningen. Forfatteren tar
likevel opp igjen konstruksjonen av den. komplekse tallkropp helt fra
grunnen (de naturlige tall). Fremstillingen er her riktignok konsentrert.
Den reelle tallkropp konstrueres ved Dedekindske snitt. I en bok om
folger og rekker ville det kanskje vzaere mer naturlig 4 utfore denne kon-
struksjonen ved Cauchyfelger.

Hovedvekten er lagt pa & gjere leseren kjent med konvergenskriterier,
utvikle i rekker, regne med rekker. Forfatteren gjennomgar med stor
dyktighet en mengde konvergenskriterier, bade de vanlige og de mer
spesielle. Operasjoner med folger og rekker blir grundig og systematisk
droftet. Boka inneholder ogsé et avsnitt om uendelige produkter og be-
handler ogsi noen rekketransformasjoner. Fremstillingen er klar og lett-
fattelig, men likevel stringent. En rekke gode eksempler og bemerkninger
belyser teorien fortrinlig. Oppgaver fins det derimot ikke i boka, og det
mé vel veaere en mangel ved en bok av denne typen.

Av spesielle rekker har forfatteren bare funnet plass til potensrekker.
Fourierrekker er f. eks. ikke nevnt. Teorien for potensrekker er solid og
ganske omfattende.

Et kapitel i boka er viet rekkeutvikling av elementsere funksjoner.
Familien av elementere funksjoner definerer forfatteren som den minste
funksjonskropp som inneholder alle konstante funksjoner, z og e samt
er lukket med hensyn p4 sammensetning og inversjon. Kanskje det kan
vare en oppgave for tidsskriftets lesere & klarlegge hvilke algebraiske
funksjoner som er elementeere ?

I NMT er det ofte oppgaver som gar ut pa & finne summen av uendelige
rekker. Siste kapitel i denne boka gir en kort men god innfering i denne
spesielle disiplin.

Denne boka er en oversettelse av et tysk manuskript, altsd ikke en
oversettelse av samme forfatters bok med samme emne i Grundlehren-
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serien. (Sistnevnte inneholder atskillig mer stoff.) Knopps amerikanske
bok skulle egne seg godt som supplerende lesning for studenter pé

bifagstrinnet. Kare Dalen

Pour. MoGENSEN: Differential- og Integralregning. En vejledning for
begyndere. Gyldendal, Kobenhavn, 1957. 80 s. D. kr. 11.85.

(Innholdsfortegnelse i NMT, dette hefte, s. 45-46.)

Nearverende lerebog ber modtages med interesse. Den tager hoved-
sagelig sigte pa en — i gjeblikket ikke eksisterende — reguler matematik-
undervisning i det sproglige gymnasium samt pa matematikunder-
visningen ved en endnu ufedt biologisk linie. Dens anvendelsesomrader
er altsd temmelig usikre; desto mere ma man vere forfatteren taknem-
lig for en s& veegtig indsats i den gjeblikkelige situation.

Kapitel 1 handler om funktionsgrensevaerdier og kontinuitet. Den
ledende tanke er begrebet »forsvindende storrelser«, der bringer indled-
ningen til J. Hjelmslev: Elementer Geometri IV i erindring. Dette be-
greb er dog her defineret pa ed-maner: f(x) siges at forsvinde med z, nir
— kort udtrykt — |f(z)| <& for 0= |z| <d. Det vises, at nar f(x) og g(x)
begge forsvinder med =z, gwlder dette ogsa f(x) +g(x) og f(x)-g(x). Idet
sf(x) - a for & — x« defineres derved, at f(x) —a forsvinder med x—w,,
vises de seedvanlige setninger om grenseveerdi for sum, differens, pro-
dukt og kvotient. Beviserne bygger pa den indferte statiske ed-defini-
tion, men selve glosevalget leder tanken hen pa den kinematiske opfat-
telse (beveegelige punkter, der nermer sig ubegranset til faste), der jo
er mere anskuelig og ogsa sikkert mere naturlig for eleverne. Kontinuitet
af y=f(x) defineres selvfglgelig ved, at Ay forsvinder med Ax. Kapitlet
slutter med omtale af setningerne om kontinuerte funktioner i et lukket
interval (uden beviser, men med vejledende kommentarer) samt om
omvendt funktion.

Kapitel 2 giver differentialregningen i delvis traditionel form, men
dog med noget mere elementart tilsnit. Differentialer spiller en storre
rolle end szdvanlig. Som eksempel kan fremdrages ligningen

(1) Ay = dy + p(dx)-dx ,

hvor produktet pa hejre side er ven forsvindende storrelse af hgjere
orden end da«. Middelvardisetningen (og Rolles setning) omtales ikke
og savnes ikke. Derimod fremhaves — hvad der mé betragtes som sewr-
deles veerdifuldt — differentialregningens anvendelsesmuligheder p4 om-
rader uden for den egentlige matematik (fysik, kemi, biologi).

I kapitel 3 folger integralregningen. Seetningen om, at to ubestemte
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integraler af samme funktion har konstant differens, godtgeres ved hen-
visning til det anskueligt plausi’ le, at en kurve, som i alle sine punkter
har vandret tangent, m4 vere .n vandret linie. Ingen sproglig elev kan
teenkes at fole mangler ved denne betragtning. Eksistensen af et ubestemt
integral til en kontinuert funktion samt forbindelsen med begrebet be-
stemt integral godtgeres ved benyttelse af arealforestillinger, som ikke
diskuteres. Kapitlet slutter med nogle generelle betragtninger om »bort-
kastelse af led af hgjere orden« (smlgn. (1)), hvorved det muligggres uden
for meget besveer at anvende integralregningen pé andre foreteelser end
arealer, som f. eks. volumen, arbejde og inertimoment. Ogsé opfattelsen
af det bestemte integral som grenseveerdi for en sum bergres.

Kapitel 4 giver en kort fremstilling af logaritmer og potens, bygget
pé definitionen "

dz
lnx=§——, 0<x< oo,
) @

og i femte og sidste kapitel indferes de trigonometriske funktioner (for
vilkarlige vinkler). Disses differentialkvotienter findes ved en anskuelig
betragtning. Additionsformler eller anvendelse pa trekanter omtales ikke,
s elevernes forstielse af de trigonometriske funktioners betydning kan
nappe blive dybtgaende.

Ved lzesningen af bogen gleeder man sig over alle de steder, hvor man
kan kende den erfarne padagog, i ordvalg eller i sagens drejning. Det
har varet forfatterens hensigt at give en fremstilling, der uden at tabe
veesentlig i grundighed og korrekthed dog blev lettere tilgengelig end
den, der sedvanlig benyttes i det matematiske gymnasium. Forf. er
naet et godt stykke frem i denne retning; men jeg tror, at der ogsé i
denne bog er adskilligt, som en sproglig hjerne vil have sveert ved at
kapere og heller ikke burde udsattes for. Forf. har til en vis grad imgde-
kommet denne indvending ved med stjerner at markere stykker, som
man eventuelt kan forbigd. Anmelderen kunne dog godt tenke sig at
g4 betydeligt mere radikalt til verks, men en detailleret fremstilling
heraf hgrer ikke hjemme i en anmeldelse. I stedet vil jeg slutte med at
onske, at forf. ma f& glede af sin bog, bade inden for gymnasieskolen og
— som det antydes i forordet — muligvis ogsa ved specialeleesningen pa

seminarierne. .
David Fog

R. W. WEerTzENBOCK : Der vierdimensionale Raum. (Wissenschaft und
Kultur 10.) Verlag Birkhduser, Basel, Stuttgart, 1956. 223 S., 54 Fig.
Ganzl. SFr. 19.55.

(Innholdsfortegnelse i NMT 4 (1956), s. 160-161.)
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Forfattaren stravar i sitt arbete att klargéra den fjirde dimensionens
begrepp. Darom har ju mycket skrivits, bdde mer eller mindre veten-
skapliga arbeten och enbart fantastiska utliggninger. Forfattaren har
tagit till sin uppgift att kritiskt granska dessa, de mest olikartade skrif-
ter. Harvid har han tack vare sin utomordentligt klara och konsekventa
framstéillning uppenbart lyckats giva lidsaren en klar forestdllning om
den fyrdimensionala rymden R,. Det har varit nddvindigt att gora
framstéllningen mer filosofisk &n rent matematisk.

Den analytiska geometrin i R, skiljes fran den egentliga syntetiska
fyrdimensionala geometrin. I den fysiska virlden konstateras en fjirde
dimension vara omdjlig om man icke som sadan betraktar tiden pd det
sitt den inforts i relativitetsteorin. De hithorande betraktelserna ha
hinforts till 3. kapitlet i vilket det konstateras att tiden icke kan anses
utgora en reell, med de tre andra likvirdig, fjirde dimension. Dessfor-
innan har lisaren i 2. kapitlet blivit inférd i »den fjarde dimensionens
underland¢ (Feenland der Geometer), varav en relativt lattfattlig och
klargorande bild givits med hjilp av reguljira polytoper, speglingar och
knutar.

Forutom relativitetsteorin, d. v. s. fysiken, betraktar forfattaren andra
vetenskaper och omriden bl. a. kemin, astronomin, religionen samt
t.0.m. sddana som spiritism och metafysik i avseende & beréringspunkter
med liran om den fjirde dimensionen. Lésaren far dirvid inblick i psyko-
logiska, allmént kunskapsteoretiska fragor, till och med i mystiken.
Det utforda s. a. s. kritiska korstaget dnda in i den ménskliga sjdlens
dunkla vrar dr verkligen intressant.

Slutligen ges en ndjsam och levande bild av jamvil litteraturen om
tvadimensionala existenser och dirmed ett forsok att befria lisaren fran
tvangstréjan i form av forestillningen om att antalet dimensioner maste
vara tre. Till sist f& de kvasivetenskapliga romaner (science fiction), i
vilka tiden eller den fjirde dimension uttnyttjas, string kritik.

Det refererade arbetet har betydande fortjinster i friga om klar-
liggning av den fyrdimensionala rymdens begrepp. Det kan &ven lésas
med verklig spinning som en god forstroelseroman. Men redan framstéll-
ningens knappa form omdjliggor en fullstindig redogorelse for den fyr-
dimensionala rymden. Knappheten uppviigs emellertid av en utmirkt
litteraturférteckning. Boken fortjinar bli allmént kdnd i kretsen av

matematiker och fysiker. e
Lauri Pimid
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OPPGAVER TIL LOSNING

Lesninger av oppgavene 106-108 og 110 sendes til oppgaveredakteren, professor
R. Tambs Lyche, Holmengrenda 7, Holmen, Oslo. Slike lgsninger vil bli trykt i et
folgende hefte i den utstrekning plassen tillater, dog vanligvis bare den beste losning
av hver oppgave. Losninger av oppgaver i dette hefte m& vere sendt innen 1.
mai 1957,

De gvrige oppgaver i dette hefte er enklere, og lesninger av dem vil ikke bli trykt.

Redaksjonen er takknemlig for forslag til oppgaver. Slike forslag kan sendes til
oppgaveredakteren, helst sammen med forslagsstillerens egen losning.

106. I en assosiativ halvgruppe (uten forkortningsregel) er to ele-
menter o og b knyttet sammen ved relasjonene

aba = a, bab = b, ab = ba.

Vis at hvis ¢ kommuterer med et tredje element ¢, ac=ca, sa vil ogsi b

kommutere med c.
Th. Skolem

107. (Etter en idé av Viggo Brun.) Av den naturlige tallrekke stryker
en forst hvert annet tall, s& bare de odde (ulike) tall star igjen; av den
fremkomne tallrekke stryker en sa hvert tredje tall, av den nye hvert
fjerde, osv. Av den opprinnelige tallrekke star da igjen en tallrekke som
begynner med

(1) 1, 3,7, 13, 19, 27, 39, 49, 63, 79, 91, 109, ....
La x veere et naturlig tall og »(x) antallet av tall <z i tallrekken (1).
Vis at

z
=1.
v(x)?

1
im -
e (CO L
Det antas at z/v(x)? for voksende x nermer seg en grense med en verdi
av ca 0,79. Om mulig gnskes denne formodning bekreftet.
R. Tambs Lyche

108. Siderne i en sfeerisk firkant er a, b, ¢ og d, diagonalerne ¢ og f,
medens ¢ er den af vinklerne mellem e og f der ligger overfor a eller c.
Bevis at ¢ kan bestemmes ved formlen

sine sinf cosgp = cosa cosc —cosb cosd .

Vilhjdlmur Ogmundsson

[48]
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109. La det vere gitt en firkant og la oss danne en ny firkant med
hjerner i midtpunktene av den forstes sider. Vis at flateinnholdet av

den siste er halvparten av flateinnholdet av den ferste.
I. Johansson

110. Formuler og bevis en generalisering av pastanden i forrige opp-
gave for andre delingsforhold enn halvering.

I. Johansson

111. P4 en kuleformet globus trekkes en kurve K fra et punkt P péi
ekvator, slik at kurven alltid har retning mot nordost. Kurven fortsettes
til den neste gang treffer meridianen gjennom P i et punkt . Finn
arealet F' av den del av kuleflaten som ligger nord for K og begrenses
av denne kurven og meridianstykket PQ. Vis at F med god tilnerming

kan settes lik
r2(In2 —e~47) ,

nar r er kulens radius. H. Killingbergtro

112. Bevisa likheten

PO G e G AR

=\ 2n+1.)/1 4 4w
for x4 — 4. Bernt Lindstrom
LOSNINGER
83. La
f@) = ah—aan -t agan = (=1, (g = 1)
vaere et polynom med nullpunktene ry, 75, . . ., 7,. Vis at polynomet
F(x) = an—Ayan 1+ dyan2— ...+ (=1)"4,

vil ha nullpunktene 7.3, 7,3, ..., r,3, dersom

AT = ZAﬁkaiajak, r = 1, 2, .. -,n .
it+j+k=3r
1SjEk=n
Fori<j<ker A;; =6 hvis i=j=k (mod 3), mens A= —3 i de gvrige

tilfelle. Videre er A;;, =3, A;;=1.
R. Tambs Lyche

Losning: Af hensyn til den anvendte metode bruges andre betegnelser
end i opgaven. Man vil dog let finde de anforte resultater ved overgang
til de reciprokke ligninger og de ngdvendige fortegnskifter.

NMT. Hefte 1, 1957. — 4
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Lad z vere en vilkarlig rod i ligningen

(1) Slaati=0.
i=0

I de felgende udregninger vil » ikke explicit optrade, men de anvendte
summationsindices skal variere mellem sddanne graenser, at de tilsvarende
indices pa a;-erne ligger i 0 <7 <n. Vi setter nu y=a3 samt

(2) 4 = 2 @yi40Y%, B = 2a3i+1yi, C = 2a3iy’5.
? ? (2
Af (1) og (2) ses, at (t, ty, t5) = (22, =, 1)#(0, 0, 0) opfylder:

At;+ Bty+ Oty =0
Bt;+ Cty+Ayt; = 0
Ct,+ Ayt + Byt = 0.

Man har derfor

A B C
BC Ay | =0,
C Ay By
der reduceres til
(3) A3y?+ (B3 —34BO)y+C3 = 0.

Indsettes i (3) verdierne (2), fas en ligning i y, der for enhver rod a, i
(1) har ;3 som rod. Man ser let — og dette vil ogsé fremgd af slutresul-
tatet — at dens grad er n. At det er den sogte ligning, fremgar dog kun
umiddelbart, hvis alle redder i (1) er simple. Da det, der skal vises, i
realiteten er visse algebraiske (symmetriske) relationer mellem x;-erne,
kan man blot under beviset opfatte disse som ubestemte, da resultatet
sé ogsd er gyldigt ved enhver specialisation.

Ved indseetning af 4, B og C i (3), udregning og sammenfatning af
analogt byggede led finder man let, at koefficienten til y" bliver

(4) 4, =a°+6 X a;a;0,+3 3 a2a;—3 a;a;a .
i=j=k(3) i=j(9) igkkEi (3)
i +k=3r 2i+5=38r i+j+h=38r
i<j<k e

Hvis a,=1, viser (4), at ogsi A,=1. Man vil ogsd let til kontrol
bemzrke, at andre muligheder for kongruens modulo 3 end de anforte

ikke er forenelige med betingelsen i +j + k=0 (mod 3). Andors B
naers ager

Ogsé lost av Rolv Rasmussen.
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93. Berikna
X ln+1)
on
n=1 C.-E. Friberg
0]
Losning: Idet ¢(n) = 34—, kan summationen i den sggte sum fore-
A=1
tages »pa den anden led«. Herved fas
® Z(n+1) d ( 1 1 1 had
= —_—t = 2- = 2In2.
2 2 \aptantaat ) 2 @iz

Hans-Otto Tonder

Ogsé lost av Anders Bager, H. Killingbergtrs, Johannes Kvamsdal, Henrik
Meyer, Rolv Rasmussen, Hans Rischel, Ragnar J. Solvang og Helge Tverberg.

98. Sett, for |z|<1,

La m veere et naturlig tall med primtalloppspaltingen
m = 2°3Pp My L P L gt

der py, ..., P; 0L ¢4, - - -, q; henholdsvis er primtall av formen 64 +1 og
6h—1.

Finn en formel for a,,, og utled av den at

1. a,, er positiv, a) dersom «=0, og b) dersom x=1 og alle g; er
jamne (like) tall.

2. a,, er null, a) dersom x=1 og minst ett §; er odde (ulike), og b)
dersom x=2 eller 3 og =0 (ingen primdivisorer av formen 64— 1).

3. a,, er negativ i alle andre tilfelle.
R. Tambs Lyche

Losning: En finner a,= 3’ (—1)*, jfr. oppg. 92. For jamne u er
3u+1|m

3u+1 av form 6k + 1, og antallet av slike divisorer i m kalles 4. For odde

u er 3u+1 produkt av 2% og en divisor av form 6h+1, v=1,2, ..., [%]’
1

eller produkt av 2! og en divisor av form 6h—1,v=1,2, ..., {&}

Antallet av divisorer av form 64 —1 kalles B. Etter dette er 2

wmalo-f) o)

4%
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som umiddelbart bekrefter de oppsatte bestemmelsene av a,,20, da en
vet (oppg. 92) at 4 > B dersom alle ; er jamne, og A =B dersom minst
ett §; er odde.

En kan uttrykke 4 og B ved o, ..., 04, By, - .., B En utleder

A+B = (x;+1) ... (o +1)(By+1) ... (B+1),
og vet fra for at

L+(-1)% 14 (-1p

A—B = (x;+1) ... (x+1) B 5

Av dette finner en 4, B og

ap = oy 41) ... (oek+1>{<ﬁ1+1> (B (=)

L+ (=1 14 (=% 3— (=1
+ 3 3 3

H. Killingbergtro

Ogsé lost av Anders Bager, Johannes Kvamsdal og Otto Marstrander.

99. La n>1 veere et naturlig tall. Dersom 4 og B er fritt valte natur-

lige tall, setter vi — B
g = 2 [ —H} [ +z] ’

n

der [«] som vanlig betyr det storste hele tall som ikke overstiger x. Vis at

e sl

I hvilke tilfelle gjelder likhetstegnet til venstre, resp. til hgyre ?
R. Tambs Lyche

Losning: Sett A=nh,+a, B=nh,—b, der a og b er null eller positive
og mindre enn n. Ved eventuelt 4 bytte 4 og B kan vi oppné at

(1) a+b = n.
Dette gir

S = bhy(hy— 1)+ (n—a—b)hhy+a(hy + 1)hy = nhihy+ahy—bh, ,
og

[AB] [n%h o+ (ahy — bhy) — b} s [——ab}

n n n
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De oppsatte relasjonene kan da skrives som

—ab 3 —ab
s+ [0 s s = [+ 57
n 4 n
eller

2) ——ab] 0 < [n+3} + [—ab]
( [ n =1 4 n |’

Etter dette er venstre relasjon riktig og har likhet dersom minst det
ene av 4 og B er multiplum av n:

ab = 0.

IIA

S

IIA

IIA

Dersom ab (> 0) er delelig med =, kan hgyre relasjon i (2) skrives som

b 3
3) % < {’%—] i

Skulle venstre side i (3) vaere stgrre enn hgyre, matte en ha
ab [n + 3] n+3 n
— 2 +1
n
17/2
eller ab > T som etter (1) er umulig. Likhet i (3) far en dersom

b 3 3 -1
Y R !
n 4 4 4
Dersom ab ikke er delelig med n, kan hgyre relasjon i (2) skrives som
b 3
® W=l
n 4

Skulle venstre side i (5) veere storre enn heyre, matte en ha

2 [2= P
n n 4

1\%

n
Z ’

nz
eller ab > e som er umulig. Likhet i (5) far en dersom

o B

Etter (4) og (6) gjelder hgyre likhetstegn i de oppsatte relasjonene
alltid og bare dersom 1
-

Ogsé lest av Anders Bager, Otto Marstrander og Arne Sandum.

H. Killingbergtro
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100. Bevis formelen

RS L e L)

n=0 (2n+1)2 (2n) aso (2n+1)2 6
n
W. Ljunggren
Lgsning: Formlerna
1 ¢ 1 ‘
S szndx och — — - Stn(1-t)"dt
nt 0 2n+ 1)( " 0

ger

(— 1)na2nin(1 — tyndads

Den sista likheten giller emedan |xt(1—¢)|<%<1 och serien alltsd &ar
likformigt konvergent.

S=§d;c§_~_i$= _4Sw—w>

) 1+a2(1—1) Y

S 1 —
Satt nu %(V4+x2—x)=y, dvs. x=— —y, och -%(V5—1)=b. Da blir
y

L. 11—z 1-b -
Gor substitutionen y= —— och sitt —— = |/5—2=a<1.
l+z 1+6

¢ 14z d G o on o o+l
x dx 0 x a
S=2S]n-,.—'—=45 > dr =4 ' —
l—z = 0n=027&+1 neo 2n+1)

Den sista likheten giller pa grund av att serien &r likformigt konvergent
for 0 <x <a. Vi har alltsa visat att
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1
Nu har man om man utnyttjar 7= 1+b tva glnger:

§1nxdx lgb Inzdx §ln(1+x)d
= = - X
) 1—2 196(1——90) ) z(1+x)
b
In(1
= %(lnb)z— Swdx
x

0
Alltsa giller

1 b
S 1nxdx+ gln(l +x) do = 1(nb):.

1—2 x

Vidare giiller

Sllnxdx+ 1ln(l +x)
) 1+ S

och

§1nxdx ilnxdw _ 2§1nxdx _

1
_ —22 2
blx b1+x 1—x 2

b

Addition av dessa likheter ger

1

1 3 In(1 2
—S+—ln2b=SMd%‘=£,
2 2 0 x 12

5—
S———MZ( )
6

dvs.

dx = [Inz-In(1 +x)]; = (Inb)?,

55

Bernt Lindstrom

Ogsé lost av L. Carlitz, Otto Marstrander og Ragnar J. Solvang.
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A. J. Lohwater, Michigan: Zum Spiegelungsprinzip und der Wertverteilung
beschrdnkter analytischer Funktionen.

P. J. Myrberg: Korkeamman kertaluvun automorfisista theta-funktioista [Om
automorfa theta-funktioner av hogre ordning].
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28.3 'T. Nieminen: Unitddristen transformaatioiden spektraaliesityksestd [Om spek-
tralframstallning av unitira transformationer].

25.4 P.J. Myrberg: Automorfisista theta-funktioista [Om automorfa theta-funk-
tioner].

12.9 E. Stiefel, Ziirich: Erfahrungen diber elekironische Rechenanlagen in der
Schweiz.

19.9 K. Bleuler, Ziirich: Der Gruppenring in der Quantenmechanik.

10.10 R. Nevanlinna: Funktionaaliyhtiléstd [Om funktionalekvationen] f(x+y)=
F@)f ().

7.11 G. af Hallstrém: Semipermutabla polynom.

21.11 O. Lehto: Harmoonisten funktioiden reuna-arvotehtdvista [Om randvdrde-
uppgiften for harmoniska funktioner].

12.12 P.J. Myrberg: Differenssiyhtiloiden sovellutuksista automorfifunktioiden teo-
riaan [BEn tillampning av differensekvationer pd teorin for automorfa funk-
tioner].

FINLANDS MATEMATIK- 0G FYSIKLARARFORBUND.

4.2 Arsmote. Styrelsens sammanséttning férblev oférédndrad. Arbetet utom
klass behandlades i ett féredrag. Diskussion om matematiken i student-
examen.

3-6.7 Foreldsnings- och exkursionsdagar i St. Michel. Tva féredrag 6ver mate-
matiska dmnen: Intrédesférhéren och Behandlingen av talbegreppet i
gymnasiet.

ISLENZKA STZERPFREDAFELAGID.

Porbjérn Sigurgeirsson: Om magnetohydrodynamik.
Leifur Asgeirsson: Om Huygens princip i partielle differentialligninger.

Norsg MATEMATISK FORENING.

21.2 Th. Skolem: Litt om de sdkalte bikropper.

12.3 A. Selberg, Princeton: Diskontinuerlige grupper og harmonisk analyse.
6.4 A. Tarski, Berkeley: On primitive notions of Euclidean geometry.

15.5 E.S. Selmer: Om irreduktibilitet av visse polynomer.
9.10 O. Schmidt, Kebenhavn: Om regning med broker i den wgyptiske matematik.
6.11 Th. Skolem: Om en viss ordnet mengde av aritmetiske funksjoner.

11.12 W. W. Boone, Princeton: Turing machines and group theory. The unsolvability

of the word problem.

NORSK LEKTORLAGS MATEMATIKKSEKSJON.

Om disse foredragene foreligger det melding fra de forskjellige kretser:
12.4 Mote med lerere fra folke- og framhaldsskolen om fellesproblemer i under-
visningen i regning og naturfag. (Oslo.)
15.4 K. Piene: Matematikkundervisningen i de hoyere skoler ¢ U.S. A. (Trond-
heim.)
9.8 A. Gjelsvik: Terminologien 1 matematikk og naturfag. (Lom og 4.11 Hamar.)
9.8 E. Bohn: Regning med tilncermede tall. (Lom.)
22.9 J. Freshaug: Regning med avrundede tall. (Molde.)
17.10 J. Andersen: Matematikken pd naturfaglinjen. (Bergen.)
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18.10 L. Wethe: Feilregning, regning med tilncermede tall. (Oslo.)

24.5

24.3

K. Piene: Die Priifungsaufgaben in der Mathematik in Norwegen. Arbeits-
kreis: Wissenschaftliche Grundlagen der Schulmathematik. (Miinster,
Westfalen.)

SVENSEA MATEMATIKERSAMFUNDET.

Moéte 1 Stockholm:

H. Radstréom: Cauchys problem pd Mébiusbandet.

L. Garding: Spektralsatsen for differentialoperatorer av en variabel.
B. Stolt: Om en speciell halvgrupp.

A. Pleijel: Svingande membranets nodlinjer.

O. Hanner: Homologi med ordnade kedjor.

9-10.6 Mote i Lund:

24.11

15.4

H. Radstrém: Karakterisering av slutna konvexa mdingder.

G. Kjellberg: Olika slag av oberoende.

S. Lyttkens: Om begrinsade losningar i1l vissa integralekvationer.

H. Rudberg: Relativistisk diffusion.

F. Wolf, Berkeley: The continuous spectrum of elliptic boundary problems.

W. Fenchel, Kebenhavn: En anvendelse af de konvekse legemers teori pd et
specielt randveerdiproblem.

H. Bergstrom: Om en viss typ av norm.

Y. Domar: Om triang konvergens.

L. Garding: Cauchys problem for hyperboliska differentialekvationer.

J. Wermer, Yale: Problems in polynomial approximation.

Mote i Stockholm::

B. Andersson: En virveltrdds bana ¢ ett enkelt sammanhdngande omrade.
E. Asplund: Om relationsregulira transformationer.

H. Riesel: Ndgra primtalsberikningar pd BESK.

T. Ganelius: Ett approxzimationsproblem.

G. Nordlander: Om konvexitetsmodulen fér Banachrymder.

FORENINGEN FOR MATEMATISK-NATURVETENSKAPLIG UNDERVISNING
1 Lunp.

Arsmote. Till ny sekreterare efter lektor B. Adell, som avsagt sig, valdes

lektor S. Andersson. Foredrag:

M. Johansson: Ndgra synpunkter pd kursplanerna for matematik 4 realskolan.
A. Reiz: Radioastronoms.
N. Hansson : Nyutkomna ldrobicker 4 astronoms.

24-25.11 Hoéstmote, vilket dgnades helt 4t kemin.

FORENINGEN FOR MATEMATISK-NATURVETENSKAPLIG UNDERVISNING
I STOCKHOLM.

4-5.1 Arsmote. Se referat i NMT, Bind 4, s. 60.
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FORENINGSNYTT

FINLANDS MATEMATIK- OCH FYSIKLARARFORBUND.

Under aret har fésrbundets styrelse avgivit utldtande om de féreslagna nya mate-
matikkurserna i mellanskolan samt uppgjort ett férslag till nya matematikkurser
fér gymnasiets allménna linje. Inom férbundet har de lokala klubbarna arbetat
sésom hittills.

FORENINGEN FOR MATEMATISK-NATURVETENSKAPLIG UNDERVISNING
I STOCKHOLM

avholl sitt arsmote den 4-5 januari 1957 i Kungl. Tekniska Hogskolans lokaler i
Stockholm. Styrelse och arbetsutskott atervaldes. Under drsmétet holls foljande
foredrag och demonstrationer:

G. Holmstrém: Demonstration av fysikforsok.

E. Ingelstam: Ndgra drag ¢ nutida optisk forskning.

B. Hallert: En presentation av fotogrammetrin.

R. Kiessling: Energiproducerande atomreaktorer samt kemiska metallurgiska
metoder for framstillning av uranmetall.

8. Sikjeer, Kebenhavn: Relativitetsteorien i skolen.

E. Knave: Ndgra forsok med transistorn.

Rundvandring foéretogs genom Institutet fér optisk forskning och Fotogram-
metriska institutionen pa Tekniska Hogskolan. Slutligen avlades besok vid AB
Atomenergi, Stockholm.

Den 8-11 aug. 1956 anordnade Kungl. Skoléverstyrelsen, Svenska Nationalkom-
mitten fér matematik samt Foreningen fér mat.-naturvetenskaplig undervisning i
Stockholm en kurs i funktionslira fér gymnasieldrare. Kursen var forlagd till
‘Tekniska Hogskolan. I densamma deltog c¢:a 60 liroverkslirare samt omkring 10
universitetsrepresentanter.

AVSKJEDER

Rektor A. Dickmeiss er pr. 31/7 1956 fratradt som rektor ved Aurehej Stats-
gymnasium, Danmark.

Rektor L. Willesen er pr. 31/8 1956 fratradt som rektor ved Nykebing Katedral-
skole, Danmark.

UTNEVNELSER

Til professor i matematikk ved Universitetet i Bergen: Dr. philos. E. S. Selmer.
Till professor i matematik vid Kungl. Tekniska Hégskolan, Stockholm: Fil. dr.

B. Kjellberg.

Till professor i matematik vid Stockholms Hogskola: Fil. dr. L. Hérmander.
Till bitridande professor i matematik vid Helsingfors Universitet: Fil. dr.

‘0. Lehto.

Till bitradande professor i statistik vid Finska Handelshogskolan, Helsingfors:

Fil. dr. S. Mattila.
Till laborator i matematik vid Lunds Universitet: Fil. dr. T. Ganelius.
Til rektor ved Nykebing Katedralskole, Danmark: Lektor Arne Ustergaard.
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DEN 13. SKANDINAVISKE MATEMATIKERKONGRESS

vil bli avholdt i Helsingfors 18-23 august 1957. De fleste foredrag skal begrenses
til 20 min., men det vil bli holdt noen f& lengre oversiktsforedrag. Foredrag som
skal publiseres i kongressberetningen mé innleveres senest pa kongressens siste
dag.

Organisasjonskomitéen bestar av F. Nevanlinna (formann), G. Elfving, O. Lehto
og L. Myrberg. Dens adresse er Matematiska, inrédttningen, Regeringsg. 11-13,
Helsingfors.

I forbindelse med kongressen vil det, i samarbeid med den internasjonale mate-
matiske union (IMU), bli avholdt et internasjonalt kollokvium om funksjonsteori.
Kollokviet holdes i Helsingfors i dagene 12-18 august, under ledelse av professor
R. Nevanlinna.

DEN 3. NORDISKE LARERKONGRESS

i matematikk, fysikk og kjemi (LMFK) vil bli avholdt i Stockholm og Uppsala
4-8 august 1957. Alle opplysninger om kongressens program, samt meldings-
blanketter, kan faes hos:

Adjunkt Henrik Meyer, Bakkedraget 15, Birkered, Danmark.
Lektor E. Nordahl Svendsen, Storgade 17, Sorg, Danmark.
Lektor B. L. Stara, Sirkiniementie 29, Helsinki, Finland.
Lektor Sigurkarl Stefdnsson, Barénsstigur 24, Reykjavik, Island.
Norsk Lektorlag, Kr. Augustsgt. 19, 7 tr., Oslo, Norge.

Lektor Bror Gustaver, Nyodlingsviigen 7, Bromma, Sverige.

RESOLUSJON NR. 43 TIL UNDERVISNINGSMINISTERIENE
OM MATEMATIKKUNDERVISNINGEN I DE HOYERE SKOLER

Hvert &r blir det i Genéve holdt en konferanse i Unescos og det internasjonale
undervisningsbyrds (BIE) regi med representanter fra de aller fleste av jordens land.

P& konferansen i 1956 var det faglige hovedemne: Matematikkens plass i den
hoyere skole. En lang resolusjon ble vedtatt. Den inneholder atskillig som vi
matematikklerere i de nordiske land finner noksa selviolgelig. I det folgende skal
det gis et referat av innholdet, omfattende det som m& antas & ha seerlig interesse
eller aktualitet hos oss.

Innledningen gir motiver for fagets plass i skolen, sier at faget er et gode og en
rett for hvert menneske, uansett rase, kjonn, stand og virke, hevder at psykolo-
gien erkjenner at alle kan makte en viss mengde av faget, piker s& vel som gutter,
og at matematisk pedagogikk stadig blir mer vitenskapelig og mer virkningsfull.
Dernest folger selve resolusjonen i 36 punkter.

Det forste avsnittet handler om fagets formdl. Det skal skape rasjonelle tanke-
vaner; utvikle logisk tenkning, evnen til & se i rommet, utholdenhet og evne til
& arbeide regelmessig; og fremelske en vitenskapelig innstilling. Videre blir det
pekt p& at det tekniske, skonomiske og sosiale liv krever stadig mer kunnskaper i
matematikk. Faget er ogsé et vesentlig moment i det moderne menneskes almen-
danning, og spiller en viktig rolle i tidens vitenskapelige og filosofiske oppfat-
ninger. Til dette kommer at faget er nodvendig i en rekke studier.

Det neste avsnittet behandler fagets plass. Her blir det anbefalt at pa de linjer
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der faget ikke er med, ber det organiseres en (valgfri) matematikkundervisning
med kulturell tendens, ikke teknisk betont.

I avsnittet Leseplaner merker vi oss en anbefaling av disipliner som statistikk,
sannsynlighetsregning, funksjonslere og veltorlere. Det betones at en mé ta hensyn
til elevenes forutsetninger, og anbefales at det beor undersokes om den moderne
matematikks strukturer kan tjene til & forbedre undervisningen.

Avsnittet Metoder betoner elevaktiviteten, rar til gjennom virkelig, figurlig eller
fantasimessig eksperimentering & lede klassen mot en definisjon eller et bevis,
betoner de konkrete utgangspunkter, ikke & pétvinge elevene noe som alt er fer-
digskapt, ikke & innfere formalismer eller mekaniske prosesser for de er tilegnet
og forstétt. Det anbefales & studere elevenes feil for & bli klar over deres tenkemaéte,
& innove kontrollvaner (overslag), & premiere refleksjon og resonnement snarere
enn drill og pugg. Avsnittet ender med & fremheve samspillet mellom matematilk-
ken og de fag som bruker den, og peker pa at en mé fremme en presis, klar og kon-
sis sprakbruk samt bevare kontakten mellom matematikken og den levende og
konkrete verden.

Avsnittet Leeremidler bringer ikke egentlig noe nytt. Leererne mé nyte den respekt
og den sosiale anseelse som tilkommer dem etter deres vitenskapelige utdanning
og pedagogiske misjon. Det er nedvendig & sikre rekruttering av et tilstrekkelig
antall kvalifiserte lzerere som et nedvendig vilkar for hele menneskehetens viten-
skapelige, tekniske, skonomiske og sosiale utfoldelse. Ellers blir det stilt vide krav
som vel mer eller mindre er oppfylt i Norden. Et unntak er nok kravet om ovelse i
& observere og eksperimentere i matematikkundervisningen.

Leererne mé holde seg & jour med utviklingen i faget og i dets didaktikk. De mé
8 lett adgang til videreutdanning pé forskjellig vis. Endelig blir det i siste avsnitt,
Internasjonalt samarbeid, pekt pd hvordan matematikklererne i alle land kan ut-

veksle idéer.
K. P.

KASSELER LEHRPLAN 1953

Deutscher Verein zur Férderung des mathematischen und naturwissenschaft-
lichen Unterrichts nedsatte i 1950 et utvalg som i 1953 la fram et forslag til lese-
plan for matematikkundervisningen i den heyere skole (gjengitt i Der mathemarti-
sche und naturwissenschaftliche Unterricht, Bd. VI, s. 285-87, Frankfurt 1953/54).
Det er en rammeplan som forutsetter minst 4 uketimer.

I slutten av innledningen blir det pekt pé at matematikken har sitt utspring i
praktiske problemer, men vokser siden til en egen dndsvitenskap med uomstridelig
gyldige utsagn. Den gjor det mulig for eleven selv & kontrollere resultatet av sitt
arbeid uten & ty til noen ytre autoritet. Dermed vil eleven umerkelig bli ledet fra
& bli oppdradd til & oppdra seg selv.

De folgende avsnitt er uforkortete oversettelser. Siste avsnitt (Die Formen des
schriftlichen Rechnens) er ikke tatt med her.

Metodiske merknader.

Generelt: Eleven skal nd matematiske kunnskaper mest mulig gjennom selv-
aktivitet. — Lereren skal derfor serge for & tilpasse undervisningen til elevenes
andelige niva og utvikling. Vanligvis velger han den induktive vei som ferer fra
anskuelse til begrep. — Forstéelse for slutninger og bevismetode er viktigere enn
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kjennskap til regler og formler. — Redelig omgang med begreper, klar tankegang
og pleie av sprékbruken er forutsetningen for all framgang i undervisning. —
Ekte sakoppgaver som eleven forstér er verdifullere enn virkelighetsfremmede. Er
undervisningen livsner, vil elevenes interesse styrkes. — P& alle alderstrin m§ en
pleie evnen til & se i rommet, til & forestille seg og framstille rommet. — Sikkerhet,
i & bruke de matematiske hjelpemidler som er tilgjengelige for skoler, m4 styrkes.
— Grunnleggende begreper i den moderne matematikk som mengde, avbilding,
dualitet og gruppe skal forklares ved enkle og anskuelige eksempler. — Ved hjelp
av problemer pa passende steder fra det kulturelle, spesielt det vitenskapelige liv,
som lar seg angripe med matematikk, vil matematikkens ordnende kraft kunne
pévises. — Historiske betraktninger skjerper blikket for den innflytelse som mate-
matikken har hatt i avgjerende epoker av sndsutviklingen; de skal gjennomfores
pé passende méate pé alle klassetrin. — En vesentlig bestanddel av matematikk-
undervisningen er en innordning av lesestoffet som ogss forer til filosofisk for-
dypelse i hele det omridet av matematikken som behandles i skolen.

Regning, aritmetikk, algebra og analyse: Regneundervisningen mé oppfattes
som propedeutisk. Den gér den induktive vei fra anskuelse til begrep. Funksjonal
tenkning mé eves ved hjelp av passende eksempler som tallrekker og tabeller
med tegninger. Hoderegning mé eves serskilt. De forste kvadrattall leres utenat.
— P4 alle klassetrin skal overslag og malinger praktiseres. Sansen for sterrelses-
orden mé tidlig vekkes. Elevene skal vennes til 4 gjore overslag for hver storre
regning og omtale noyaktigheten i svaret. — Behandlingen av linexre ligninger
med flere ukjente kan avsluttes ved hjelp av innfering av determinanter. —
Regnestav kan alt bli tatt i bruk fer innferingen av logaritmer. — Forut for in-
finitesimalregningen kommer en innvendingsfri, men likevel propedeutisk behand-
ling av grenseverdien for tallfglger. Differensial- og integralregning skal mest mulig
behandles som en enhet. Ogsa grafiske metoder i differensiasjon og integrasjon
kan tas med. En m4 unngé en alt for inngéende inntrengen i integrasjonsteknikken.
— Den tallteoretiske tenkning krever swrlig omsorg og pleie. — P4 egnete steder
pé alle klassetrin skal en bruke vektoriell skrivemate.

Geometri: Trangen til et bevis mé forst utvikles gradvis. I begynnerundervis-
ningen er Euklids form lite egnet. — Behandling av plane figurer ma p& alle
klassetrin mest mulig forbindes med betraktninger av legemer. — Det er gunstig
ved betraktning av enkeltfigurer 4 utlede figurskarer ved & forandre enkelte styk-
ker og anstille funksjonelle undersekinger av figurskarene. — Oppbygningen av
geometriundervisningen skal veere bestemt av gruppebegrepet og minst ‘na til
affinitetsgruppen. — Det mé legges vekt pa at tegneverktayet blir brukt som det
skal og pé sobre, anskuelige tegninger.

Stoff-fordeling.

(Rekkefolgen av stoffet i hver klasse ikke nedvendigvis som her angitt.)

5. skoleér: De fire grunnregningsarter med naturlige tall. Mynt, mal og vekt.
Desimal skrivemate. Delelighet, faktorisering. Slutning fra enhet til flerhet og
omvendt. Enkle breker fra det daglige liv. — Anskuelig behandling av firkantet
prisme og rektangel, terning og kvadrat. Deres forbindelse til plane og romlige
gitter. Geometriske grunnbegrep.

6. skoledr: Regning med alminnelige breker og desimalbrgker. Slutningsregning
med direkte og omvendt forhold, ogsd med tegninger. — Sylinder, sirkel, vinkel,
soyle og regular polygon, pyramide og trekant, kule og kjegle i anskuelig framstil-
ling.
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7. skoledr: Prosentregning. Enkle oppgaver fra den enkeltes liv og samfunnet.
Bearbeidelse av tabeller. Begynne regning med alminnelige tall. — Symmetri,
geometriske grunnoppgaver, parallellforskyvning og dreining, innfering i trekants-
leeren.

8. skoledr: De 4 regningsarter i den rasjonale tallkropp; dermed forbundne
linezere ligninger med en ukjent. Anvendelser. Empiriske funksjoner. Den linezre
funksjon. Proporsjonalitetsfaktor. — Avslutning av trekantsleren. Firkantslwmre.
Areal av figurer avgrenset av rette linjer. Rette prismer: tegning, beregning av
rominnhold og overflate. Rette linjer og vinkler ved sirkelen.

9. skoleér: Linezre ligninger med flere ukjente. Anvendelser. Kvadratrot:
begrep og utregning (ikke den tidligere brukte algoritme). Innfering i tallregning.
Funksjoner og ligninger av 2. grad (reelle losninger tilstrekkelig). Potenser med
positive og negative eksponenter. — Pytagoras’ setningsgruppe. Stralesetninger.
Likedannethetslere. Likedan beliggende plane og romlige figurer.

10. skoleér: Potenser med brudne eksponenter. Eksponensialfunksjon, logarit-
misk funksjon. Logaritmer. Bruk av regnestav og logaritmetabell. — Sirkelbereg-
ning, tallet 7, volum og overflate av sylinder, pyramide, kjegle, kule, framstilling
av legemer i loddrett og skjev parallellprojeksjon. — Vinkelfunksjoner med an-
vendelse pé enkle begreper. Landmalingsgvinger.

11. skoleér: Aritmetiske og geometriske folger og rekker. Anvendelser fra skono-
mi og forsikring. Tallfelger. Grensebegrep. Den uendelige geometriske rekke. Inn-
foring i differensialregning p& enkle rasjonale funksjoner. Integralbegrepet. Be-
tydningen av infinitesimale begrep og bruken av dem i geometri og fysikk., —
Vinkelfunksjonene: periodisitet, addisjonsteoremene, funksjonen y =a sin (bx — ¢).

12. og 13. skoledr: Viderefering av infinitesimalregningen: brudne rasjonale
funksjoner, rotfunksjoner, vinkelfunksjoner, eksponensialfunksjon, logaritmisk
funksjon, anvendelse pa kurveundersgkinger og fysikalske problem. Feilregning.
Tilnermelsesmetoder til losning av ligninger. Arealberegninger. Volum av om-
dreiningslegemer. — Den rette linje og sirkelens analytiske geometri. Kjeglesnitts-
lzere i regnemessig, elementargeometrisk og deskriptiv-geometrisk behandling, idet
en tar hensyn til metriske, affine og projektive synspunkter. Geometri pa kulen
med anvendelser ps geografi og astronomi. — Overblikk over utvidelsen av tall-
begrepet fra det naturlige til det komplekse tall idet en tar hensyn til tallkropp-
egenskapene. — Tilbakeblikk og utsyn til kulturhistoriske og filosofiske syns-
punkter.

Valgfrie stoffomrdder.

For matematisk-naturvitenskapelige linjer (skoleformer) og for arbeidsgrupper
ved alle hayere skoler anbefales bl. a. disse emnene: Utvalte kapitler fra tallteo-
rien. Kombinatorikk. Statistikk og sannsynlighetsregning. Forste innfering i
gruppeteori. Enkle problemer i mengdelzre. Uendelige rekker. Vektoralgebra.
Nomografi. Utvalte algebraiske og transcendente kurver. Enkle differensiallig-
ninger. Matematisk behandling av fysikalske og tekniske sporsmal. Analytisk
romgeometri. Flater av 2. orden. Enkle konforme avbildninger. Utvalte kapitler
av den deskriptive geometri. Kartskisser. Fotogrammetri. Matematikk og astro-
nomi. Matematikk og kunst. Filosofiske problemer i matematikken. Matematiske
problemer i historisk utvikling. Lesning av egnete (ogsd fremmedspraklige) origi-

larbeider.
nalarbeider K. P.
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SUMMARY IN ENGLISH

Kay Prexg: The place of mathematics in American education and teacher
trasming, I. (Norwegian.)

The article is based on the author’s studies during a 5 months’ stay in U. S. A.
in 1955, with a Smith-Mundt grant. The following topics are discussed in part I:

1° The place of mathematics in the schools (junior and senior high school, with
pupils of the age from 12 to 17): The subjects taught are general mathematics,
algebra, geometry in 2 and 3 dimensions, and trigonometry. The differences between
American and Scandinavian schools are stressed. In the former, there is a great
freedom in the selection of the subjects; this may be a main reason for the serious
lack of students with a sufficient mathematical background. In the American
schools, there is less fusion between the different disciplines. The problem of
satisfactory teaching both of the ablest and of the average students is more accen-
tuated in U. S. A., where a much greater percentage of the youth attends high
school.

2° Textbooks in mathematics are usually more detailed in U.S. A. than in
Scandinavia, with more applications, especially from daily life, and more emphasis
is laid on the logical aspects. A particular textbook by Rosskopf, Aten and Reeve
is analyzed as an example.

3° Junior College, which corresponds approximately to the last year of school
and the first year of university education in Scandinavia. Courses from the uni-
versities of Chicago and Kansas are mentioned as examples.

E. J. NystrOM: On ellipsographs. (Swedish.)

The author describes eight categories of mechanisms for drawing ellipses:
1° Using focal properties. 2° As a plane section of a cylinder or a cone. 3° As an
affine transform of a circle. 4° By double rectilinear sliding. 5° As a hypocycloid.
6° By mechanical realization of a parametric representation. 7° By link-mechanisms.
8° By stencils.—Typical ellipsographs of the different kinds are illustrated by
figures.

Tore HERLESTAM: On differential-difference equations. (Swedish.)

The article treats the linear homogeneous equation of the simple form y’(x) =
y(xz—1). The complex roots of the characteristic equation s=e™* are studied. By a
Taylor-expansion, it is shown that the initial value problem

y'@) =yl—1), 2 1; y&) =flk), 021,

has a unique one-sided solution y = F(x) for x= 0, when f(x) is a given continuous
function (formulas (5) and (6) pp. 32-33).

Analytic solutions, given by complex integrals or Fourier series, are mentioned
briefly, and results of Polossuchin, Dixon and Leontev are quoted.
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