HANDBYKER TIL
MATEMATIKKUNDERVISNINGEN

KAY PIENE

Med handbgker forstar jeg her den litteratur som en matematikklerer
kan ha nytte av i sin gjerning, som kan veere til hjelp nir han star over-
for et vanskelig kapitel eller et intrikat problem, som kan gi impulser
til omlegning av undervisningen sa den blir mer utbytterik eller kan
berike den pa forskjellig vis.

Det er min hensikt i det folgende & gi en oversikt over en del av denne
litteraturen som jeg har stgtt pa gjennom arene og som jeg som leerer i
den hgyere skole i stgrre og mindre grad har hatt nytte av. Det er selv-
sagt ofte en smaksak hva en skal ta med, og har jeg utelatt vektige
verker, er jeg takknemlig for & bli gjort oppmerksom pé dem.

La meg forst nevne en gruppe bgker som nok kan regnes til hAndboks-
litteraturen, men som ikke vil bli omtalt her. Det er for det farste de
vanlige matematiske leerebgker for skolen, likesd veiledningshefter, for-
melsamlinger o. 1. som forst og fremst er skrevet for et bestemt skoleslag
eller matematikkpensum. Uten tvil vil en matematikklerer ha utbytte
av & studere andre bgker enn de han underviser etter i skolen, og det
ikke bare bgker fra hans eget land. Kanskje kunne det siden her i tids-
skriftet komme seerskilte artikler om larebgkene i de nordiske land
seerlig beregnet pa orientering for lesere i andre land enn utgiverlandet.

Den andre typen beker som jeg ikke vil behandle, er lerebgkene i
den sakalte ymatematiske analyse« og andre lerebgker i matematikk for
universitet og hgyskoler, og dermed for de vordende lerere i den hgyere
skole. Det er klart at slike bgker, fra ens eget eller andre land, ofte kan
vare nyttige oppslagsbeker for lzererne, ja det har faktisk hendt meg at
jeg har funnet at et visst emne er grundigere og bedre behandlet i leere-
boka for studenter enn i den tilsvarende bok for skoleelever. Skal lere-
ren ha det fulle utbytte av en lerebok i matematisk analyse, er det
naturligvis nodvendig at det dreier seg om en helt tidsmessig bok —
med minst like store og helst enda sterre krav til stringens enn de en
kan stille til de beste skolebgker.

Vi er na s heldige innen Norden & ha flere verdifulle leerebgker i
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matematikk for universitetsnivaet. De har alt hatt og vil sikkert i fram-
tiden enda mer komme til & ha en meget heldig innflytelse bade pa de
mer elementare lerebgker, og pa selve undervisningen i alle de skoler
som har matematikk som fag.

Den litteratur som serlig skal omtales her, faller i to. Vi har pa den
ene siden bgker som etter sitt anlegg eller gjennom tittelen tydelig angir
8 veere handbgker, og p4 den andre siden boker som ikke forst og fremst
eller utelukkende er skrevet for et slikt forméal. .

Til den forste gruppen herer framstillinger av det en kaller matema-
tikkundervisningens metodikk, dvs. veiledning i hvordan en pa beste
méate skal bibringe elevene de nedvendige matematiske kunnskaper og
ferdigheter og utvikle deres matematiske innsikt og modenhet.

Nar en tenker pa den sentrale plass faget har i skolen og dets lange
tradisjoner, er det péfallende hvor sparsom litteraturen er pa dette
omradet, selv om vi gar til verdenssprakene.

Pa de nordiske sprak foreligger ikke mye.

Ribsskogs grundige bok om regneundervisningen i grunnskolen vil
ogsd veere nyttig for de som underviser pa et hoyere trinn. Pihls greie
bok behandler ikke som tittelen sier bare regning, men ogsa den elemen-
teere aritmetikk (algebra). Her er didaktiske rad sa vel som nyttige fag-
lige opplysninger, og den gjensidige stotte mellom de to disipliner som
behandles, kommer sterkt fram.

Et forsgmt kapitel i skolen er regning med tall som er funnet ved mé-
ling, tilneermede tall. Her vil Wethes lille hefte kunne gi god hjelp —
faglig og didaktisk.

Sjostedts Geometri och geometriundervisning har tankevekkende
og vidtskuende kapitler om begynnerundervisningen i faget.

Den mest omfattende behandling pa et nordisk sprak far emnet i den
finske professor Johanssons bok som egentlig er en betenkning om
reformer i matematikkundervisningen i finske skoler. Men som det heter
i forordet, behandler den bade hva som skal leeres og hvordan det skal
skje. Stilen er personlig og livlig, og resultatet er en fengslende og verdi-
full metodikkbok.

En sammenlignende undersgking av matematikkens plass i skolen i de
nordiske land er enné ikke foretatt. Visstnok er der ulikheter pa vesent-
lige omrader, men den »sekundeerskole« (liroverk — gymnasieskole osv.)
som gir undervisning i faget, er i alle land en skole for en forholdsvis
liten del av ungdommen, dog likevel ikke bare for dem som skal studere
ved universiteter og hgyskoler, men ogsa for dem som gnsker en hoyere
almenutdannelse for de gir over i mer praktiske yrker.
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Dette vil si at dersom vi sgker etter framstillinger av matematikk-
undervisningens metodikk utenfor Nordens grenser, ber vi fgrst og fremst
gé til land som har en lignende skolestruktur som vi.

Naturlig er det da & se pa de vesteuropeiske land, kanskje serlig pa
Tyskland hvis skolevesen i prinsippet ikke skiller seg stort fra de nor-
diske lands, og hvor dessuten matematikken har hatt en sterk posisjon
sdvel pd universitets- og hoyskoleniviet som i skolen. Her har det ogsa
veert gitt ut en vesentlig del av den eksisterende handbokslitteraturen
til matematikkundervisningen. P4 den andre siden er mesteparten av
bgkene kommet ut for mer enn 20-30 ar siden og derfor ikke alltid vel-
egnet til dagens skole, som denne oversiktsartikkelen serlig sikter pa.

Der er imidlertid en bok som er kommet i flere utgaver, den siste
ganske nylig, og som etter min mening er den framstilling av matema-
tikkundervisningsmetodikk som er grundigst og mest omfattende, og
som far mest med av det som er av vesentlig betydning. Jeg sikter da
til W. Lietzmanns metodikk som er kommet i flere utgaver av veks-
lende omfang. De eldre utgavene er vel ni bare tilgjengelige p4 biblio-
teker o.1.; de inneholder en del stoff som ikke er kommet med i siste
utgave. Forelopig er dessuten bare det bindet kommet som behandler
stoffet, mens den mer undervisningsmessige side blir temaet for et kom-
mende bind, men er dessuten — riktignok svert kortfattet — behandlet
i Lietzmanns Schulreform und mathematischer Unterricht.

Lietzmann drefter grundig bade Zva en skal undervise og hvordan.
Han er vel hjemme i stoffet, kjenner noye matematikkundervisningen og
dens historie i sitt eget og i andre land. Han kjenner og siterer nyttige
kilder, boker og artikler i alle mulige tidsskrifter. Ogsa av den grunn er
det ungdvendig & navngi andre tyske metodikkbgker; av Lietzmanns
bgker vil en fa inntrykk av om de i tilfelle har noe & si var tids matema-
tikkleerere.

Skolen i Nederland har ogsé en struktur som ligner den nordiske, og
undervisningen i matematikk ligger hoyt og det samme gjor diskusjonen
om den. Jeg nevner eksempelvis arbeider av L. N. H. Bunt som leder
et »matematisk sentrume, som bl. a. arbeider med matematisk-pedago-
giske problemer.

Frankrike er vel det land der en tidligst finner drgftinger av mate-
matikkundervisningen. Det kan vises til navn som Lacroix, Legendre og
Duhamel, og senere til Méray, Borel og Poincaré, noe som dessuten vit-
ner om en sterk interesse for skolematematikken fra universitetets side.

Fransk skole er bygd opp pa lignende vis som den nordiske, men kra-
vene, spesielt i de gverste klassene, er stgrre. Jeg har inntrykk av at en
i leererutdanningen legger mer vekt pa den faglige enn pa den pedagogiske
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side. Laisants La mathématique har til undertittel: Philosophie-En-
seignement og inneholder avsnitt om undervisningen i de enkelte disi-
pliner. Det er mest almene betraktninger og ikke praktiske rad og vink.

Ganske nylig er det kommet en liten bok av Fouché som behandler
elementeer aritmetikkJ-algebra og geometri. Det meste er ogsd her mer
generelle betraktninger, men der er ogsi noen morsomme geometriske
problemer hvis lgsning dreftes grundig.

En kunne si at engelsk skole sikter mot & gi matematikk til alle barn
p4 mellomtrinnet, mens den pa det overste trinn gir mer spesialisert og
vidtgaende matematikkundervisning til de serlig dyktige, og dette pre-
ger til en viss grad de eksisterende metodikk-bgker.

I The Teaching of Elementary Mathematics har professor Godfrey
et livfullt innledningskapitel om formélet med matematikkundervisnin-
gen, mens skolemannen Siddons dels gir generelle didaktiske rad, dels
behandler stoffet innen de enkelte disipliner. Mye ligger pa siden av det
vi har bruk for, men der er utvilsomt mange bemerkelsesverdige detaljer.
Noe lignende gjelder nok ogsd Sumners metodikk.

En eldre bok av Carson vil fremdeles kunne leses med utbytte. Det
samme gjelder Brandfords studie over matematikkopplering, som i
sin tid vakte oppmerksomhet ved sitt opplegg (parallellitet mellom den
matematiske utvikling i menneskeheten og det enkelte individ). Det er
en omfattende og innholdsrik bok, som kan gi mange impulser ogsé idag.

T. Percy Nunns store bok om undervisning i algebra og trigonometri
vitner om at forfatteren var en svert kjent pedagog. Det er en dypt-
gaende og idérik bok som bade behandler stoff og metode og som sa
vidt jeg kan forstd, har betydd mye for reformer innen undervisningen
i faget i England. Eksempelvis nevner jeg det grundige avsnittet om
retningstall (Directed numbers) med instruktive fargelagte figurer.

Stor betydning har sikkert ogsé de rapporter som The Mathemati-
cal Association har sendt ut om undervisningen i de enkelte mate-
matiske disipliner. De er forfattet av storre ekspertkomiteer og er
seerdeles nyttige handbgker for leererne, fordi de i hgyeste grad sikter pa
& gjore selve undervisningen mer utbytterik. Framstillingen er ofte sé&
bred som i en lerebok, kjent stoff behandles pa nye mater, og pa tall-
rike steder far leereren idéer som kan bety omlegning til noe mer verdi-
fullt. Likevel er ikke alt stoff p& det rent konkrete plan. Tkke minst verdi-
fulle er de mer almene droftinger, se f. eks. Introduction og Appendices
i den andre geometrirapporten, der stoffet er ordnet for tre trinn, et
eksperimenterende (9-12} ar), et mellomtrinn der en deduktiv arbeids-
teknikk blir bygd opp og et gverste trinn der denne teknikk blir enera-
dende.
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De land hvis metodikkbeker vi n4 har betraktet, har tross alle ulik-
heter en skolestruktur som ligner den vi finner i de nordiske land. Forlater
vi Europa og gar over til Amerikas Forente Stater, vil vi finne at skolen
i langt hoyere grad sikter pa & gi videregdende og almendannende under-
visning til mange, ikke bare til en mindre gruppe.

Dette betyr at en skal veere varsom med uten videre & anvende littera-
tur fra U. S. A. pa nordiske forhold, selv om situasjonen kan endre seg
ved kommende skolereformer og spesielt nar de mer praktiske skoler
blir bedre utbygd. Dessuten er det klart at forskningen i U. S. A., ogsd
den pedagogisk-psykologiske, er kommet langt og har krav pa & bli tatt
hensyn til. Av den litteratur jeg har stgtt pa, velger jeg her ut noe som
jeg mener kan ha betydning for nordiske matematikklzrere.

Jeg nevner naturlig ferst J. W. A. Youngs metodikk, fordi den er
sterkt »europeisk« preget. (Forfatteren har ogsé skrevet en bok om ma-
tematikkundervisningen i Preussen.) Den er innholdsrik og dyptgaende.
Tkke minst blir selve undervisningsméten dreftet sveert grundig. Kanskje
er denne boka den metodikk forfattet pa engelsk, som kommer nermest
Lietzmanns bgker. Noen moderne utgave av boka er imidlertid meg
bekjent ikke kommet.

Young var ellers formann i en kommisjon nedsatt i 1916 av The Mathe-
matical Association of America som skulle drefte reformer i matema-
tikkundervisningen. Den publiserte en lengre rapport (Reorganization
etc.) som ogsa har virket som en veileder for matematikklererne. Etter
at selve betenkningen var utsolgt — 25000 eksemplarer var trykt — kom
det en ny utgave av forste del av den. Her dreftes bl. a. formélet for
matematikkundervisningen og mer detaljerte pensumforslag blir gitt.
En annen leseverdig rapport, Mathematics in General Education, ble
sendt ut av en kommisjon nedsatt av styret i The Progressive Education
Association i 1932. Bestemte synspunkter ligger bak betenkningen og
den dekker ikke hele omradet for matematikkundervisningen hos oss,
men det som behandles, er stimulerende lesning.

Mer fullstendig i sin stoffbehandling er Butler & Wrens metodikk.
Den er mer »amerikansk« enn Youngs bok, men dette hindrer ikke at
ogsd nordiske lerere (spesielt pa4 begynnertrinnet) vil kunne finne stoff
av verdi i den. Det heter uttrykkelig at den prover & unngs mer ekstreme
synspunkter (jfr. de for nevnte rapporter). Boka har tallrike litteratur-
referanser og dessuten spgrsmal til overveielse, vel i serlig grad beregnet
pa vordende eller nettopp startende leerere.

En sveert nyttig serie er de arbeker som det amerikanske National
Council of Teachers of Mathematics gir ut. Der er kommet et snes
ganske store bind, dels forfattet av enkeltpersoner, dels av flere. Noen
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av bindene behandler utpreget nasjonale problemer, andre kan idag
virke en smule uaktuelle. Til gjengjeld er der flere fremragende bind
som i lang tid vil bevare sin verdi og som méa interessere leerere i alle land.

Jeg tenker da pa bindet om regning med tilnermede tall — den mest
omfattende framstilling jeg har sett, — pa bindet om funksjonell tenkning
av den engelske psykolog (og tidligere matematikklerer) Hamley, og
bindet om bevisets natur, begge deler stoff som matematikklzrerne i de
nordiske land enna neppe har dreftet grundig nok. Et bind er en rapport
om matematikkens stilling i den hgyere skole og andre bind er mer
utpreget metodiske. Et behandler forskjellige hjelpemidler til under-
visningen; et annet bestar av et allsidig kildemateriale, data o. 1., som
lererne kan utnytte til & lage egne, aktuelle og interessevekkende pro-
blemer eller til annen berikelse av undervisningen. Det sist utkomne
bindet jeg kjenner (nr. 21), er ikke det minst viktige. Det behandler selve
innleeringsprosessen i matematikkundervisningen og elevenes bruk av de
ervervede kunnskaper. Ennd har ikke matematikklererne — og det
gjelder ogsa de nordiske — tilstrekkelig utnyttet psykologien og de re-
sultater den har funnet, og de har ikke gitt psykologene alle de konkrete
arbeidsoppgaver som kunne hjelpe til & skaffe en mer utbytterik mate-
matikkundervisning enn den vi har na. Vi kunne da komme like langt
med feerre anstrengelser og kanskje oppnéa sterre sikkerhet, — eller vi
kunne né lenger, og imgtekomme stigende krav som den »matematiske
verden« vi na lever i, kommer til & stille. Jeg nevner bare at stoff om
begavelse for matematikk hos skoleungdom finnes bl. a. i skrifter av
Liedloff, Meinander og Siegvald.

Den neste gruppen av bgker vi skal ta for oss behandler forst og fremst
selve undervisningsstoffet, ofte fra et hgyere standpunkt, for & sitere fra
den tittelen Felix Klein valte for sine tre velkjente bgker for mate-
matikklerere. Store deler av stoffet i disse bgkene vil veere verdifulle
ogsa for dagens nordiske lerere.

Bd. I behandler aritmetikk, algebra og analyse. Til avsnittet om in-
finitesimalregning er der verdifulle historiske og pedagogiske betrakt-
ninger, likesom der er et appendiks om reformtendenser i tysk mate-
matikkundervisning og et annet som har et lignende formal som denne
artikkel.

Bd. IT behandler geometri, med et kapitel om geometriens grunnlag
og et lengre avsnitt om undervisningen i geometri i England, Frankrike,
Italia og Tyskland forsynt med rikelige litteraturhenvisninger. Selv om
stoffet ikke er fort lenger fram enn til ca. 1920, vil matematikklerere
stadig kunne finne idéer og impulser her.
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Bd. III behandler »presisjons- og approksimasjonsmatematikk¢. Det
er et sentralt emne som er forsemt i skolen; men Kleins bok vil formo-
dentlig ligge noe pa siden av det lerere flest har bruk for her.

En som pa sett og vis har holdt tradisjonen fra Kleins tid vedlike og
som ogsd innehadde Kleins professorat i Gottingen, er R.Courant.
Sammen med Robbins har han skrevet boka What is Mathematics?
som er noe av det beste som er skrevet om dette sporsmalet, savidt jeg
kan skjgnne, og som blir heylig berommet i alle anmeldelser.

De ensyklopediske framstillinger som Weber & Wellstein har gitt
ut, virker idag noe gammeldagse, bl. a. fordi mye av stoffet ligger pa
siden av det vi n& mener er nyttig eller verdifullt i skolen.

Et omrade som elever bare i mindre grad vil komme inn pa, men som
leererne burde veere godt orientert i, er matematikkens grunnlag, fagets
oppbygning og arbeidsmetoder, dets filosofiske bakgrunn osv.

Lietzmanns bok om matematikkens vesen er etter min mening en
helt utmerket handbok for matematikklererne. Den har kapitler om
logikken i oppbygningen av matematikken, om grunnlaget i aritmetikk,
i analyse og i geometri og om forholdet mellom matematikk og erkjen-
nelseslaere. Det er ellers en bok som ogsé flinke gymnasiaster vil kunne
ha glede av.

Bundgaards og Tambs Lyches begker om tallenes oppbygning er
skrevet av universitetsleerere med utmerket pedagogisk grep pa saken,
og de horer sikkert til de beker som vil bli konsultert ogsa nar studie-
tiden er omme. Dette siste vil vel ogsa gjelde i hvert fall de forste boker
av Euklids Elementer. I den forbindelse mé ogsd nevnes Hjelmslevs
skrift om geometriens grunnlag, og det for nevnte av Sjostedt.

En Kklassisk bok er Julius Petersens Metoder og Teorier som er
kommet i hele 8 utgaver, men den har vel mistet noe av sin betydning
fordi geometriske konstruksjoner sikkert ikke lenger spiller den samme
rolle i skolen som for.

Om lgsning av matematikkoppgaver i sin alminnelighet gir Pélya
en grei og klar framstilling som lererne métte kunne utnytte. Sveert mye
er nok kjent stoff for dem, selv om de ikke anvender Poélyas systemati-
ske teknikk.

Om matematikernes skapende arbeid beretter Hadamard, og det er
mulig at hans betraktninger kan ha en viss betydning for lereren nér
han skal anspore sine elever som ogsé — sans comparaison — skal skape
noe gjennom sine oppgavelgsninger. I samme forbindelse kunne nevnes
Poincaré, som jo ogsd har forfattet mer filosofiske skrifter. Hans
Science et méthode har et vektig kapitel om det matematiske resonne-
ment, som bl. a. behandler definisjoner i skoleundervisningen. En annen
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matematiker som har skrevet populert om matematikk er Hardy, og
her i Norden Norlund.

Det hersker nok delte meninger om i hvilket omfang en skal trekke
inn historisk stoff i selve matematikkundervisningen, men det burde veere
en selvsagt ting at i alle fall leereren selv er noe orientert om fagets histo-
rie. Han ber kunne se faget i en stgrre sammenheng, se dets utvikling i
menneskehetens strev etter 4 utvide sin erkjennelse, og han burde ogsé
la elevene fa et innblikk i fagets historie og et kjennskap til noen av dem
som i seerlig grad har bidradd til dets framvekst.

Det er ikke vanskelig & peke pa passende historisk litteratur for lz-
rerne. Forste del av Zeuthens klassiske verk er nylig kommet i en mo-
dernisert utgave ved Neugebauer. Det er en bok som alle matematikk-
leerere burde ha og studere med jevne mellomrom. De forste sterkt revi-
derte avsnitt om babylonsk og egyptisk matematikk kunne en nesten ha
onsket seg fyldigere, men en kan jo ga til Neugebauers egne verker.

Insiterende lesning er Bells verker. Han har en egen evne til 4 gi en
fengslende skildring av matematikeren og instruktive innblikk i hans
forskningsresultater. Mest kjent er formodentlig hans Men of Mathema-
tics som er oversatt til dansk og svensk og som ogsa nylig er kommet
i en billig tobinds engelsk utgave. P4 tysk foreligger en matematikkens
historie av Colerus. Den er skrevet for »en hver« men gar ganske mye
inn p4 det rent matematiske. De lerere som underviser i infinitesimal-
regning vil ha megen glede av Toeplitz’ bok, som gir en innfering i
emnet etter det forfatteren kaller den »genetiske metode.

P4 nordiske sprik er utkommet mer kortfattede framstillinger av
Arvesen, la Cour, Hagstroem og Johansen.

Seker en derimot mer utpregete detaljkunnskaper om elementsermate-
matikkens historie, s er uten tvil Tropfkes samleverk det som gir
best beskjed. Det er innholdsrikt som et leksikon og lar seg bl. a. takket
veare registrene bruke som et leksikon om en trenger beskjed om f. eks.
opprinnelsen av en setning, et fagord el. ., men har likevel en sammen-
hengende og vel lesbar framstilling. Med sine 7 bind er Tropfkes verk nok
for stort for et vanlig privat bibliotek, kanskje ogsé for et leererbibliotek.
Dette mé ikke avholde en matematikklerer fra & lane verket og gjore
notater som kan gi undervisningen et verdifullt historisk perspektiv.

Historisk stoff kan matematikklereren bruke nir han vil gi den en-
kelte elev noe han kan arbeide med pd egen hind. Det er ellers ikke si
lett & finne passende »ved siden av«-lesning til flinke elever. Etterhanden
er der nok kommet en del populer matematisk litteratur pé de nordiske
sprak, men ikke alt er like tjenlig for skoleelever. I noen tilfelle kan de
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snarere gi impulser og ideer til leereren. Om enkelte oversettelser gjelder
det at symboler, termini etec. kan veere sa forskjellige fra det eleven er
vant til, at lesningen kan bli for sterkt hemmet. Dette gjelder tildels
noen bgker som synes skrevet ut fra et gnske om & reparere den skrgpe-
lighet i matematiske kunnskaper som uten tvil er til stede hos mange
til tross for fagets logiske klarhet og den store plass det har i skolen.
Men mon ikke boka som er skrevet for millioner bare blir lest til ende av
tusener ? Likevel burde den bli forstatt av mer enn hundrer, for Hogben
har et merkelig godt grep pa stoffet. En annen sak er det at tilegnelsen
aldri kan bli fullgod uten oppgaveregning, og de eksemplene han har,
kan ikke vere tilstrekkelige i s& méte. For ikke & bli misforstitt nevner
jeg at den norske utgaven av boka som E. B. Schieldrop har ansvaret
for, ikke skulle veere i unedig disharmoni med norske lerebgker hva
termini o. 1. angér.

Northrops Riddles in Mathematics er kommet bade pa dansk og
svensk, pa dansk under den uheldige og misvisende tittel Genvej til
Matematik. Det er ellers en bok som béade elever og leerere kan ha glede av.

Mer direkte beregnet pa det som i Sverige kalles »enskilt arbete« er
Sjostedts tre bgker, en om kurvekonstruksjoner, en om projektiv og
en om ikke-euklidisk geometri. De méa interessere elever ogsa i de andre
nordiske land.

Tre engelske bgker som elever godt kan lese i originaltekst (de er
visstnok heller ikke oversatt) og som ogsd lerere vil fa gode impulser av,
er de to sma billighgkene av Sawyer og Read og den noe storre som
Sawyer har redigert. Sarlig vellykket er kan hende Mathematicians
Delight. Her er hgyst originale betraktningsmater i en fengslende fram-
stilling og matematiske kunnskaper i et utrolig omfang. Og noe lignende
kan i grunnen sies om Reads lille bok.

En svert verdifull bok bade for elev og lerer er Rademacher &
Toeplitz’s Von Zahlen und Figuren. Som undertittelen sier gir den
prover pa matematisk tenkning for »Liebhaber der Mathematik¢, og disse
provene er svert velvalte og formen klar og fengslende.

Da denne boka ble gitt ut, holdt Tietze de forelesninger »fiir Horer
aller Fakulteten« som forst nylig er gitt ut i bokform. Det er ogsa en
verdifull bok, med vide perspektiver og humanistiske innslag.

Mens Tietze behandler lgste og uleste problemer, drofter Heegaard
et problem som folk har vondt for & forstd ikke lar seg lose. Da boka er
skrevet pa nynorsk, vil den kanskje ikke falle sa lett for elever utenfor
Norge; den kunne ellers vere god & gi til de mange som mener & ha
tredelt vinkelen med passer og linjal alene.

I grunnen minner Heegaards bok mye om bgkene i den kjente tyske
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serien Mathematisch-Physikalische Bibliothek redigert av Lietz-
mann. Bindene her var vel egentlig beregnet pa interessert skoleungdom.
Jeg har ikke glemt med hvilken iver jeg selv studerte flere av bindene
som gymnasiast. Mon ikke mange nordiske matematikklerere har ut-
nyttet stoff fra Wo steckt der Fehler, Riesen und Zwerge, Der pytha-
goreische Lehrsatz osv.?

Etter krigen er ellers flere av bindene kommet i ajourforte utgaver,
og de vil sikkert finne mange nye lesere bade blant elever og lerere.

En enda mer velkjent tysk serie er Sammlung Géschen. Det er vel
knapt en matematikklzrer som ikke har lest et eller flere bind blant de
mange i serien som faller innen matematikken. Direkte nyttige for selve
matematikkundervisningen blir vel likevel bare de relativt {4 bind som
svarer til disipliner i skolens pensum eller som behandler matematik-
kens grunnlag, dens historie o. 1. Den matematiske formelsamlingen har
jeg selv brukt ganske mye; for elever vil betegnelsene kanskje virke vel
fremmede.

Lignende serier fins ogsa i andre land. I Frankrike finner vi saledes
flere bind med matematisk innhold i serien Que sais-je ? De har gjerne
et historisk eller filosofisk preg og gér i det hele ganske dypt.

Litt avveksling i den daglige undervisning savel for elever som lerere
kan oppgaver — og stoff i det hele tatt — fra den sakalte underholdnings-
matematikk bringe. Jeg har inntrykk av at nordiske matematikklerere
ikke i tilstrekkelig grad utnytter de rike muligheter som her eksisterer.
Viktig er det imidlertid at en utnytter stoffet etter prinsippet »ej blot
til lyst«, noe som ikke skulle vere vanskelig.

Klassiske ma en vel kalle Rouse Ball & Coxeters og Schubert-
Fittings boker, som begge er kommet i mange opplag. Begge innehol-
der mye som direkte kan utnyttes i skolen, ved siden av stoff og proble-
mer som snarere hgrer hjemme i ukeblad o. 1., men som ville egne seg
bra til smatematiske klubber« eller lignende elevforeninger.

Mer direkte skrevet for leererne er Lietzmanns underholdningsmate-
matiske bok, som ellers byr pa variert og godt stoff.

Nar det gjelder oppgaver av mer underholdende slag, har vel engelsk-
mennene det beste utvalg. I deres tidsskrifter og magasiner finner en
hyppig oppgaver som appellerer til den alminnelige leser samtidig som
de inneholder vesentlige poenger av matematisk-logisk art.

De samlinger som er kommet ut i den kjente serien Penguin Books
inneholder en skare slike oppgaver, det er ikke vanskelig for en lerer
her & plukke ut pa samme tid forngyelige og lererike problemer.

Til slutt kunne jeg nevne noen bgker som kan veere til hjelp nr lere-
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ren vil vurdere resuliatene av sitt arbeid. Lietzmann har skrevet en
bok om vurdering av prestasjoner i skolen, som er swrlig egnet for
matematikklerere. I Norge er der kommet en standardisert matematikk-
test i elementer aritmetikk og algebra av Kraugerud. Ellers er det
lite gjort pa dette omradet i de nordiske land. Vil en bruke statistiske
hjelpemidler ved vurdering av elevers prestasjoner, eksisterer det en
sann overflod av bgker. Hoigard og Wigforss har gitt ut elementere
innfgringer i pedagogisk statistikk, mens Cramér, Fog og Reiersgl
gar langt videre. Mindre matematikk finner en i Guilfords Fundamental
Statistics, men til gjengjeld er denne boka direkte skrevet for psykolo-
ger og skolefolk, og behandler derfor malings- og vurderingsproblemer
innen et stgrre omrade enn det som omfatter skolekarakterer. Nylig
er kommet en billighok av Moroney som er innholdsrik og ser sympa-
tisk ut.

Som en vil ha sett, har jeg ikke pa noe sted tatt med stoff fra tidsskrif-
ter. Jeg har gjort dette med hensikt, enda jeg er klar over at der i artik-
ler, notiser og oppgaver i de elementere matematiske tidsskrifter kan
ligge atskillig stoff som lererne med fordel kan utnytte. At det ikke er
s& lett & folge med her, er en annen sak. Men det ma ikke avholde mate-
matikklaereren fra stadig & veere pa vakt etter alt som kan fornye, for-
bedre og pa annen mate berike hans undervisning. Det er jo sd at mate-
matikk er et av de eldste skolefag, og at faget naturlig innbyr til en re-
lativt stabil og fast undervisning. Og nyvinninger innen matematisk
forskning faller gjerne langt utenfor skolematematikkens lille eksistens-
omrade. Dette m4 ikke fgre til at vi slir oss til ro med de foreliggende
leseplaner, lerebgker og undervisningsmetoder. Sa utbytterik er ikke
var undervisning idag, at det er grunn til 4 innta en slik holdning.
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ELEMENTARY PROOF OF A UNIQUENESS
THEOREM FOR POSITIVE HARMONIC FUNCTIONS

M. TIDEMAN

The following theorem is well known:

THEOREM. If u(x, y) is a positive harmonic function for y > 0, and if
u(zx, 0) = 0, then w(x, y) = c-y for some constant ¢ > 0.

We here give a proof which involves only two elementary concepts:
the maximum principle and inversion with respect to a circle. We first
briefly indicate how these do Y
in fact follow directly from the
definition: u(x, y) is harmonic
in the region D, if it satisfies in C D,
D the differential equation

o o (R,0)

1 =4 =0.
(1) Au ax2+8y2 0 D

INVERSION WITH RESPECT TO
A orrcLE: Let (fig. 1) C be a
circle of radius p, and let (r, 0)
be polar coordinates with origin
at the centre of C. The two points
(r, 0) and (R, 0) are said to be inverse points with respect to C, if r- B = p2.
Let D and D, be two regions such that every point (z, y) of D is the
inverse of some point (X, Y) of D;, and conversely. Suppose that u(X, ¥)
is harmonic in D;, and define the function u,(z, ¥) in D by

7,0)

] X
Fig. 1

(2) w(z,y) = w(X, Y), (X,Y) inverse to (,y).

Applying (1) and inversion relationships we find that Awu, = 0,i.e. the
Sfunction u,(x, y) s harmonic in D.

THE MAXIMUM PRINCIPLE: If the boundary wvalues of a harmonic
function are non-negative, then the function is non-negative in the region.
We suppose that the region, D, is bounded, and use the following fami-
liar proof. Suppose that there are points of D where u(z, y) is negative,
and consider the function v(z,y) = u(z, y)—Ax?, A > 0. Since D is

[95]
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bounded and u(z, ¥) is non-negative on the boundary of D, it is obvious
that v(z, y) has a local minimum at some point (%o, ) of D if 4 is chosen
L . o0%v  J%*u 02y 0w
small enough. This implies that — = _——24 >0 and . — = -— >0
cx?  Ox? oy:  oy?
at the point (x,, y,). If these two inequalities are added, we find
Au > 24 > 0 at (%, ¥,). This con-
tradiction of (1) proves that u(z, y)
cannot be negative at any point
of D.
We return to the theorem and
first prove:

Levma 1. If u(z, y) is a posi-
tive harmonic function for y > 0,

D
R X
/ / \ u(x,0)= 0 and 0 < y; < ¥, then
P (3)  w(®y, y1) < wl®y, Yo)

Fig. 2 for all x, and z,.

Proov. Let (fig. 2) P be a point below the z-axis on the straight line
through P, (21, ¥y), and P,, (2, y,). Let C be a circle with centre at P,
such that P, and P, are inverse points with respect to C. The arc C*
of C'in y > 0 and the section R of the x-axis within C form the boundary
of a region D. Let D, be the region of the inverse points to the points of
D, and define in D the function u,(x, y) by (2). Since u(X, Y) is a posi-
tive harmonic function in D, u,(x, y) has the same properties in D. The
function U(z, y) = u,(x, y)—w(x, y) is harmonic in D, is zero on C+ and
is positive on R. Hence U(x, %) is non-negative in D, and in particular

0 < Uy, y1) = uy(2q, Y1) —u(2y, Y1) = w(Xg, Ya)— (21, Y1)

which proves the lemma.
If 6 is any positive number (less than y), it follows from (3) that

w(®y, y—0) < u(®y, y) < u(®y, y+90) for all v, x, and y .

If we let 6 tend to zero, the continuity of u(x, y) implies that u(z,, y) =
u(x,, y) for all 2, and z,, i.e.

LEMMA 2. u(x, y) considered as a function of x is a constant w(y) for any

fized y. u
By (1) the function u(y) satisfies the differential equationﬁ =0
Y

with the boundary value w(0) = 0. The only solution is u(y) = ¢y,
where ¢ is a constant, and the theorem is proved.




HEXAEDERNS DIAGONALSNITT
OCH GAUSS’ FORDELNINGSKLOCKA

K.-G. HAGSTROEM

Om diagonalen i en kub tages till enhet (kanten alltsa 1 /V§ och voly-

men 1/]/5’?), blir ytinnehallet A(z) av ett mot diagonalen vinkelritt
snitt pad avstdndet z fran kubens centrum givet genom ett par enkla
funktioner av andra graden, nimligen

for 0 <z< it A(z) = J/3(1—322), A'(z) = —6)/3 - 2,

&
for 1 <z<3: A@) = 3)/3(3—2), A'(2) = —3)/3(3—2) .

I skarven vid z = } &ro derivatorna lika, och den sammansatta funk-
tionen féreter en inflexion, nir man vixlar ver fran den ena parabeln
till den andra. Den forra grenen beriknas som skillnaden mellan en
storre liksidig triangel och tre mindre likaledes regelbundna hérntriang-
lar; den senare grenen #r enklare. En skiss av skdrningarna i vertikal
och horisontell projektion atergives i fig. 1. Den klassiska konstruktionen
borjar med att dela diametern i den omskrivna sfirens vertikalprojektion
i tre lika delar, varigenom sexhdrningens omskrivna cirkel och hela hori-
sontalprojektionen blir litta att rita.

Gar man med z tvirs igenom kuben fran —3} till 44, far man en sym-
metrisk funktion A(z), som foreter en misstinkt likhet med en gauss-
klocka. 1 fig. 2 har den betraktade funktionen askadliggjorts i nagot
modifierad form. Inflexionspunkterna ha forlagts i punkterna 41, var-
vid den nya variabeln ¢ siledes valts = 6-z. Hexaederkanten blir nu

6/1/5 = 2]/§ och volymen 24 l/g Det nya ytinnehallet av skidrningen pa
avstandet ¢ frin centrum blir 36- 4(3¢). Om denna funktion divideras
med totalvolymen, far man den funktion, som framstélles i fig. 2. Man
sétter

for —8 <t < —1: A(t) = f%5(3-+1)%, A'(t) = 3(3+1),
for —1 <t < +1: A(t) = 3(3—1t?), A'(t) = —%t,
for +1 <t < +3: A(t) = T5(8—1)2, A'(t) = —3(3—1),

med A(t) = A(—t) och A(2)
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Fig. 2. Funktionen A(t). Streckad kurva:
den inre grenens fortsidttning. Prickad

Fig. 1. Hexaederns plana skér-
kurva: exakt gaussklocka.

ningar vinkelratt mot en hu-
vuddiagonal. Vertikal- och hori-
sontalprojektion. Omskrivna
sfaren ar synlig som den yttre

cirkeln i bada projektionerna
—3 < t < 4+3. Man konstaterar, att man har Si’: A(t) dt = 1, men dven
sz A{t)t2dt = 1, varfor spridningstalet Overensstimmer med av-
standet fran origo till inflexionspunkterna, liksom fallet &r foér gauss-

klockan. Man finner
for 0 <t < 1: CA®) dt = $t(1—312),
for 1 <t < 3: CA@) dt = 3—5(3—1)°.
Gaussklockan p(¢) med spridningen 1 ger upphov till en bekant integral

t
14 dt d 1) = 7— —t2,’2,
Sop( ) dt med p(¢) 1/27:6

vilken férekommer i sannolikhetsteoriens tillimpningar. Integralen kan
med ganska stor tillndrmelse ersittas av var integral SZA(t) dt, sasom

framgar av foljande virden:
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¢ \:A(t) dt {ip(2) dt

0 0 0

0,3 0,1114 0,1179
0,5 0,1823 0,1915
1,0 0,3333 0,3413
1,5 0,4270 0,4332
2,0 0,4792 0,4773
2,5 0,4974 0,4938
3,0 0,5 0,4987

Overensstimmelsen, som far betecknas som mer #n medelméttig, ar
ingen tillfdllighet, i det att funktionen A(¢) 4r en naturlig approximation.
Den kan ge oss en liten »vistficksmodell¢ av den s. k. elementarfels-
hypotesen.

Lat oss alltsa antaga, att man observerat en »stokastisk« eller »statis-
tisk¢ variabel 7 och funnit en gaussklocka med spridningstalet s. Om
det funna medeltalet av observationerna #r #, kan detta skrivas

- 12 12 -

7 =t (disp. s) med #=—3'"¢t; och s =— }'(;—1)?,
ny n
varvid man som bekant brukar anse det styrkt, att i formeln for s? an-
talet observationer n bor utbytas mot n—1, nagot som vid stora n kan
forsummas och varpa vi hir icke skola ingd. For att forklara den er-
hallna »belidggningen« pa ¢-axeln vilja vi identifiera den med en sddan
diagonalbeliggning med funktionen (), som vi just studerat, men dir
diagonallingden &r 6-s i stillet f6r 6, och didr man valt £ till origo. P4
grund av likformigheten blir sidan i den motsvarande hexaedern 2s Vé,
och hexaederns kanter kunna beskrivas med koordinaterna x,, z,, x5, av
vilka var och en varierar i intervallet (—s]/:;:, —|—s]/§), da koordinat-
systemets origo &r kubens centrum. Nu hava de punkter, som bilda den
plana skédrningen A(t) for ett visst ¢, koordinater z;, x, och z; samman-
héingande genom relationen

1
t = — (X, +xy+25)
V3

(ekvationen for ett plan). Hirav synes ater, att den observerade statis-
tiska variabeln T kan anses som summan av talet { och tre statistiska
variabler eller »avvikelser« &;, &, och &;, vardera given genom en rektan-
guldr fordelning

& = 0 (diff. s) ,

T*
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varmed vi vilja forsta, att sannolikheten for att den faller i intervallet
1

(xj, x;4-dx;) r = dx,.-? fér —s < x; < +s och eljest = 0.
s

Detta synes vara en littillginglig illustration av den berdmda elemen-
tarfelshypotesen, enligt vilken den konstaterade regelbundenheten i av-
vikelserna vid ett stort antal observationer av en fysikalisk storhet kan
forklaras genom att antaga dessa vara sannolikhetsteoretiska summor av
ett antal enkla elementarfel. Det ér sjilva regeloundenheten i dessa fels
frekvenser och i deras sammansittning enligt sannolikhetsteoriens defi-
nition av »oberoende« variabler, som synes axiomatisk och i stdnd att
forklara den observerade lagbundenheten hos felférdelningen, eljest gans-
ka paradoxal. Forklaringen gar tillbaka till Gauss sjilv, som skrivit
atskilligh om minstakvadratmetoden, som &nnu &r lisvirt, — detta ej
alls sagt for att forringa den moderna statistikens utredningar av sam-
manhangen under ganska allménna (ehuru kanske &nnu ej tillrackligt
allménna) forutsittningar. Men det &#r virt att ligga mirke till att man
vid observationsfelens férklaring genom elementarfelshypotesen ej beho-
ver ga till »de stora talens lag«. Redan néir antalet antagna elementarfel,
m, ar 3, som hos var lilla modell, &r regelbundenheten i skeendet till-
ricklig for att forklara formen pé felkurvan med praktiskt tillracklig
noggrannhet. Givetvis blir tillndrmelsen till gaussklockan nigot béttre
vid storre m #n 3, men askadligheten av kubens diagonalsnitt upphor
nir man passerar tre dimensioner.
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Lad der veere givet en parabel «. Fra et punkt P uden for denne leegges
tangenterne til parablen; reringspunkterne kaldes 7', og 7',. I disse punk-
ter leegges nu normalerne til parablen, og deres skaringspunkt betegnes
P’. Til hvert punkt P uden for parablen svarer p4 denne made et punkt
P’, og, som vi nedenfor skal se, kan koordinaterne til P’ udtrykkes ra-
tionalt ved koordinaterne til P. Der findes derfor en rational transfor-
mation, der fgrer punkterne P over i punkterne P’.

I det folgende vil vi nermere undersoge denne rationale transforma-
tion. Det viser sig, at punktet P’ er billede af flere punkter P. Den mod-
satte afbildning, der farer P’ overi P, er saledes ikke rational. Dersom P
gennemlgber en kurve eller et omrade, vil ogsd P’ gennemlobe en kurve
eller et omrade, og omvendt. Vi vil seerlig undersgge forbindelsen mellem
tilsvarende kurver og omrader i den foreliggende afbildning.

Vi leegger et koordinatsystem XY saledes, at parablen o« far ligningen
y* = 4ax. Koordinaterne for P og P’ kaldes henholdsvis (, y) og (=, ¥').
Roringspunkterne 7', og 7', er bestemt ved deres ordinater ¢, og #,. Lig-
ningen for en parabeltangent i et punkt med ordinaten ¢ er som bekendt

(1) dax—2y+1t2 = 0,

og for normalen i punktet fas ligningen

3

14
(2) 2tx+4ay = —-+4at .
2a

Erstattes i hver af de to ligninger ordinaten ¢ med ¢, og #,, og lgser man
de to tangentligninger med hensyn til # og y, og ligeledes de to normal-
ligninger, finder man for koordinaterne til P og P’ folgende udtryk:

bttt

3 —
(3) =Y 5

[101]
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Bty -1 tyta(ty+1s)
4: == 2 — 4 o — —_—
(4) z' = 2a-+ Y St

Ved hjelp af (3) og (4) finder vi 2’ og y’ som funktioner af z og y, d.v.s.
transformationsligningerne

yi—ax xy
(5) x = 2a—]— , Yy = ——.
a

Mens den givne definition kun tillader os at afbilde punkter P uden for
parablen «, giver (5) en rational afbildning af samtlige punkter P i hele
plomen pé punkterne P’ eller, som man ofte udtrykker det, af xy-planen
pa «'y’-planen. Det er denne udvidede afbildning, vii det felgende underseo-
ger, og som altsd for y? > 4ax har den angivne geometriske betydning.

Dersom punktet P ligger inden for parablen «, er der ingen simpel
geometrisk forbindelse mellem P og dets billede P’, idet vi dog bemeerker,
at det ved hjelp af koordinatudtrykkene (5) er muligt at konstruere P,
dersom P foreligger. £

Til et punkt P pd «, givet ved ordinaten y = ¢ (og abscissen x = ‘—1—)
a

312 (Al
svarer ifplge (5) et punkt P’ med koordinater z’ = 2a—i—# ogy = ~ 1
a
Til parablen « svarer da i afbildningen en kurve med ligningen

(6) 27ay’® = 4(x'—2a)® .

Fig. 1
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Denne kurve, der betegnes o', er parablens evolut; den kaldes ogsa den
Neil’ske semikubiske parabel. Kurven har en spids i punktet (2a, 0) med
den positive X-akse som tangent; den er symmetrisk om X-aksen og
bestar af to konvekse buer, der streekker sig i det uendelige. Kurven
deler z'y’-planen i to omrader, der betegnes o’ og '’ (fig. 1).

For at undersgge, om der findes noget punkt P, der falder sammen
med det tilsvarende P’, settes i (5) * = ' og y = y’, hvorefter man
finder den ene (reelle) lgsning (@, 0). Vi ser da, at parablens brendpunkt
er det eneste punkt, der afbildes pd sig selv.

Dersom P gennemlgber en ret linie I, vil P’ ligge pa en kurve I, hvis
art afhenger af beliggenheden af I. Er [ parallel med X-aksen (med
ligningen y = ¢), finder man ved indseetning i (5), at I’ er en ny ret

linie, hvis heldning er °. Selve X-aksen vil afbildes pa sig selv, saledes
a

at hvert punkt P svarer til det symmetriske punkt P’ med hensyn til
brendpunktet.

Er [ ikke parallel med X-aksen, kan den fremstilles ved en ligning af
formen xz = py-+¢q. Indsettes udtrykket for x i (5), fremkommer for '
og y' parameterfremstillinger i y af 2. grad, saledes at I’ i almindelighed
er en parabel. Dennes akse vil veere vinkelret pa . Er [ specielt en lodret
linie, far parablen X-aksen som symmetriakse. Til ledelinien x = —a
for parablen « svarer parablen y’? = a(x'—3a). Idet tangenterne fra
punkter pa ledelinien til « er vinkelrette pa hinanden, vil den navnte
parabel vere det geometriske sted for de punkter P’, for hvilke to nor-
maler til « er vinkelrette pa hinanden.

Dersom [ specielt er tangent til parablen «, i hvilket tilfeelde betingel-
sen ap®+q = 0 er opfyldt, vil I’ ikke veere en parabel, men udarte til
normalen til « i tangentens reringspunkt.

Lad derefter P gennemlgbe en kurve k& af nte orden med ligningen
f(z, y) = 0. Ligningen g(z’, y¥') = 0 for den til k£ svarende kurve k' findes
ved elimination af z og ¥ mellem ligningen f(x, y) = 0 og de to ligninger
(5). Graden af ligningen g(z’,y’) = 0 kan findes ved at opsege antallet af
skeeringspunkter mellem %’ og den rette linie 4z'+4 By'+4-C = 0. Man fin-
der disse punkter som billederne af skaeringspunkterne mellem k og det
keglesnit, der fremkommer ved i ovenstdende ligning for den rette linie
at erstatte z’ og y' med udtrykkene (5). Der bliver saledes 2n (reelle
eller imaginere) skeringspunkter, d.v.s. kurven %’ er af 2nte orden. Der-
som k har speciel beliggenhed i forhold til den givne parabel x, kan
ordenen reduceres (smlgn. ovenfor).
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Til et keglesnit % (specielt en cirkel) vil siledes i almindelighed svare
en (rational) kurve %’ af 4. orden.

Vi skal nu bestemme det eller de punkter P, der har et givet billede P’.
Vi teenker os da (x',y’) givet og skal bestemme (z, y) af ligningerne (5).
Loses den forste af ligningerne med hensyn til z, og indszttes udtrykket
for z i den anden, fas til bestemmelse af ordinaten y ligningen

(7) yi—(x'—2a)ay+a%y’ = 0.

Til et givet P’ svarer da 3, 2 eller 1 punkt P, eftersom (7) har 3, 2 eller
1 reel rod.

Skal (7) have netop 2 redder, d.v.s. en enkelt og en dobbeltrod, mé
denne sidste ogsa tilfredsstille den ligning, der fremkommer ved at dif-
ferentiere venstre side af (7) med hensyn til y, d.v.s. ligningen

(8) 3y?—(x'—2a)a = 0.

Eliminerer man y mellem (7) og (8), finder man stedet for det punkt
P’, til hvilket der kun svarer to punkter P. Eliminationen sker lettest
ved at flytte leddet a2y’ i (7) over pd hgjre side og derefter kvadrere
ligningen. Ved anvendelse af (8) fremkommer da ligningen

(6) 27ay'? = 4(x'—2a)?,

d.v.s. kurven «'. Heraf fglger videre for de to omrader o’ og ", i hvilke
o' deler z'y’-planen, at eftersom P’ ligger i det ene omrade eller i det
andet, vil der til P’ svare 3 eller 1 punkt P.

For nu at bestemme hvilket omrade, der giver 3 punkter P, og hvilket,
der kun giver eet punkt P, betragtes normalerne til « fra punktet P'.
Ordinaterne til fodpunkterne for disse findes af ligning (2), idet x og y
erstattes med «’ og y’, hvorved man far

(9) 3 —4(x'—2a)at—8a%’ = 0.

Sattes i denne ligning ¢ = —2y, overfores den i (7), hvoraf folger, at
nar P’ varierer, vil (7) og (9) samtidig have 3, 2 eller 1 reel rod.

For punkter P’ i »’ kan man dbenbart leegge 3 tangenter til &’ (d.v.s.
3 normaler til «). Kaldes fodpunkterne 7'y, 7', og T'5, vil tangenterne til
« i disse punkter bestemme en trekant, hvis vinkelspidser P,, P, og P,
er de til P’ svarende punkter (fig. 1). Vi har da:

Til et punkt P’ i o', pd & eller i o' vil svare henholdsvis 3, 2 eller 1
punkt P.

Det kan dog bemerkes, at dersom P’ ligger i spidsen for kurven «,
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altss i punktet (2a,0), giver (7) den 3-dobbelte rod y = 0, d.v.s. dette
punkt svarer kun til punktet (0, 0) i xy-planen.

Lad os nu antage, at P’ ligger ¢ omrddet ', sdledes at P’ svarer til de
3 punkter P,, P, og P, med ordinaterne y,, y, og ¥; (redderne i(7)), og
lad fodpunkterne 7T';, T, og T's for normalerne fra P’ til « have ordinaterne
t,, t, og t; (redderne i (9)). Ifolge (7) har man da

(10) Y1i+Y+ys =0,

d.v.s. tyngdepunktet for trekant P,P,P; ligger pi X-aksen. Af (9) findes
tilsvarende
(11) t+tytt =0,

hvoraf folger, at ogsé tyngdepunktet for fodpunktstrekanten ligger pa
aksen for parablen «. Det er bekendt — og bevises let —, at denne be-
tingelse ogsa er tilstreekkelig til, at normalerne til en parabel gir gen-
nem samme punkt.

Fig. 2

Af anden ligning i (3) i forbindelse med (11) felger, at der mellem or-
dinaterne for fodpunkterne 7', T', og 7’5 og de »modstiende« vinkelspidser
P,, P, og P, gelder ligningen y, = —}#; og analoge. Dette stemmer
ogsd med den angivne forbindelse mellem ligningerne (7) og (9).
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Lad derefter P’ ligge pd kurven o« (fig. 2). To af normalerne fra P’
til « vil da falde sammen, og i det fwlles fodpunkt 7', = T’ vil ogsa
punktet P, ligge. Lad den tredie normal fra P’ til « have fodpunktet T';.
Tangenterne i P, og T, vil da skeere hinanden i det punkt, i hvilket bdde
P, og P, falder. Ifolge den ovenfor angivne forbindelse mellem ordina-
terne til punkterne P, og T, vil det geometriske sted for P, = P; veere
skeeringspunktet for tangenter til parablen, hvis reringspunkter har
ordinaterne ¢ og —2t. Ved indsetning heraf i (3) fis parameterfrem-

12 t
stillingen (x,¥y) = (——, ——) , hvoraf ligningen
2a 2
(12) v 2
y° = —Ex .

Denne parabel betegnes f og kaldes den til afbildningen horende
Jacobi’ske kurve.

Dersom P’ gennemlgber «’, vil P; gennemlgbe parablen «, mens P, =
P, vil gennemlgbe parablen 8. Fjerner P’ sig i det uendelige (i retningen
2'), vil P, ga i retning 2 pa « og P, = P; i retning 2 pa f (se fig. 2).

Ligger endelig P’ ¢ omrddet o', vil der til P’ svare eet punkt P, og
man kan fra P’ legge een normal til «. Det bemzerkes, at det til P’ sva-
rende punkt P ikke ligger pa tangenten til x i normalens fodpunkt.

Vi er nu i stand til at give en beskrivelse af, hvorledes de forskellige
omrader i a'y’-planen afbildes pa omrader i xy-planen. Det bemeerkes
forst, at af ligning (5) folger, at X-aksen (y' = 0) afbildes pé linierne
x = 0 og y = 0 saledes, at dersom punktet P’ fjerner sig i det uendelige
mod punktet 1’ p4 X-aksen, vil de tilsvarende tre punkter P fjerne sig
i det uendelige i de tre pa fig. 2 angivne retninger 1 pa de to akser.

Det er herefter klart, at dersom P’ gennemlgber den over X-aksen
liggende del 0’1’2’ af omradet ', vil de tre punkter P,, P, og P; gennem-
lgbe de tre omrader 012, der pa fig. 2 er betegnet w;, w, og w;. Dersom
P’ gar ind pa buen 02’ af kurven «’, vil P, ligge pa buen 02 af parablen
« og P, = P, pa buen 02 af parablen f. Gar P’ endelig ind i det over
X-aksen liggende omrade o’ vil P, ligge i det af halvlinien 01" og para-
belbuen 02 begrensede omrade i 4. kvadrant, mens P, og P, er forsvun-
det. — Anvendes sluttelig symmetri om X-aksen, er dermed hele afbild-
ningen beskrevet.

Vi vil herefter undersoge, hvorledes kurver i 'y’-planen afbildes pd
kurver i xy-planen.

Dersom P’ lgber pa den rette linie Ax'+By'+C = 0, vil de tilsva-
rende punkter P ifglge (5) lobe pa kurven
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(13) Ay?—Bxy— Aax+24a*+Ca = 0,

der i almindelighed er en hyperbel med den ene asymptote parallel med
X-aksen og den anden vinkelret pd den givne linie. Er linien parallel
med X-aksen, fremkommer en ligesidet hyperbel, og er linien parallel
med Y-aksen, fremstiller (13) en parabel. Endelig kan man vise, at hvis
linien specielt er normal til parablen «, vil (13) fremstille o refte linier,
dels tangenten til « i normalens fodpunkt 7', dels linien gennem 7' pa-
rallel med X-aksen.

Leegger man to rette linier gennem P’, vil dertil svare to keglesnit (13),
der vil have de tre til P’ svarende punkter P;, P, og P, felles og tillige
begge gi gennem parablens uendelig fjerne punkt. Til liniebundtet gen-
nem P’ vil svare bundtet af keglesnit gennem de 4 nwvnte punkter,
og til samtlige linier i #'y’-planen svarer det ved (13) bestemte net af
keglesnit, det sakaldte transformationsncet.
 Af () fremgar videre, at der til en algebraisk kurve k&’ af nt¢ orden i
«'y’-planen i almindelighed svarer en kurve k af 2nte orden i zy-planen.
Er ligningen for den givne kurve f(2',y’) = 0, findes ligningen for den
tilsvarende kurve ved indferelse af udtrykkene for 2’ og y’ i ovenstiende
ligning. Som ovenfor nevnt overferes en ret linie i et keglesnit. En cirkel
afbildes i en (cirkuler) kurve af 4. orden.

Det kan indtreffe, at kurven k spaltes i kurver af lavere orden. Géar
man saledes ud fra en kurve af pte¢ orden i xzy-planen, overfgres denne i
almindelighed i en kurve af 2pte orden i a'y’-planen, og denne kurve
fores atter tilbage i en kurve af ordenen 4p, der da bestéar dels af udgangs-
kurven, dels af en kurve af ordenen 3p. Som eksempel neevner vi, at pa-
rablen « blev overfort i den kubiske kurve «’, der igen svarede til kur-
verne « og f3, tilsammen en kurve af 6. orden, idet § skal regnes dobbelt.

Vi betragter nu en vilkéarlig parabel y i xy-planen, der har X-aksen
som akse og Y-aksen som toppunktstangent; den fremstilles ved en
ligning af formen
(14) uy? = 4ax .

t2
Indseettes som pa s. 102 udtrykkene y = fogx = ';L i (), fas en pa-
a

rameterfremstilling for den tilsvarende kurve ', og ved elimination af ¢
fas ligningen

(15) A+ 2Tay’® = 4(x'—2a)?,

hvor 4 findes af formlen

(16) 27 = (4—u)? .
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Til hver parabel i bundtet (14) svarer saledes en kubisk kurve i bundtet
(15).

Omvendt vil der til enhver kurve i bundtet (15) i zy-planen svare en
kurve af 6. orden, hvis ligning kan opleses i 3 ligninger af typen (14),
af hvilke mindst een fremstiller en (reel) parabel, idet der til en given
veerdi af A ifglge (16) svarer 3 verdier af u, hvoraf mindst een er reel.
Dette kan ogsd pavises, idet man i (15) indseetter veerdierne for z’ og
y' fra (5).

Dersom A < 1, vil den tilsvarende kurve 9’ ligge i omradet o'/, og til
y" vil i zy-planen svare een reel parabel (14), for hvilken u > 1, og som
ligger inden for parablen «. Hvis 4 = 1, fas af (16) veerdierne y = 1,—8,
—8, svarende til at «’ afbildes i kurverne « og g, den sidste regnet dob-
belt. Er endelig 4 > 1, fas tre reelle veerdier for u, og til " svarer da tre
reelle parabler i bundtet (14). Vi fremhaver disse resultater:

Enhver semikubisk parabel y' i bundtet (15) overfores i en kurve af 6.
orden, hvis ligning oploses © 3 ligninger af formen (14). Kurven y’ afbildes
1 3, 2 eller 1 parabel, eftersom den ligger © o', pd o' eller 1 »'.

Dersom et punkt P’ gennemlgber en i o’ liggende kurve 9’ tilhgrende
bundtet (15), vil de tre til P’ svarende punkter P,, P, og P, folgelig
gennemlgbe hver sin af de til 9’ svarende parabler y,, ¥, og y, i bundtet
(14). For hver parabels vedkommende er afbildningen pa y’ enentydig.

Vi vil nu nermere undersgge forbindelsen mellem punkterne P;, P, og
P; samt mellem de tre normaler P'T,, P'T, og P'T, fra P’ til parablen
«, idet P’ gennemlgber o'

Under denne variation af P’ vil ifelge (15) steorrelsen z’'—2a vare
proportional med (y)¥. Ligning (7), der bestemmer ordinaterne for punk-
terne P, fir da formen

Y +by(y) ey’ =0,
hvor b og ¢ er konstanter. Swttes her
y =uy)?,
fas efter bortforkortning af ¢’ ligningen
wd+butc =0,

der har 3 reelle rgdder u,, 4, og u,. For punkterne P finder vi da de tre
ordinater ¥,, ¥, og ¥, bestemt ved

(yl’ Ya» 3/3) = (y/)i (uh Usg, ud) ’

d.v.s. ordinaterne er proportionale med proportionalitetsfaktoren (y')?,
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eller, anderledes udtrykt, forholdene y, :y,:y; er konstante under variation
af P’. Vi har da vist:

Nar P’ gennemlober kurven y', vil punkterne Py, P, og P; gennemlobe
de tilsvarende parabler sdledes, at punkternes ordinater er proportionale.

Som tidligere fremhevet (ligning (10)) vil summen af de tre ordinater
i enhver stilling veere lig med nul.

Forbindelsen mellem ordinaterne ¢,, #, og #; for fodpunkterne 7' og
for punkterne P er, som navnt s. 105, givet ved y; = — ¢, og analoge.
Heraf folger, at ogsd fodpunkterne T wvil have proportionale ordinater, nar
P’ lgber pa y’.

Lad nu normalerne P'T,, P'T, og P'T, danne vinklerne v, v, og v,

2t
med X-aksen. Vi har da tgv, = ——Z—l og analoge, hvoraf vi finder:
a

Nar P’ gennemlober kurven ', vil de tre normaler fra P’ til « danne
sidanne vinkler med X -aksen, at deres tangenser er proportionale, og sum-
men af disse tangenser er lig med nul.

Betragter man en linie gennem P’ parallel med X-aksen som en fjerde
(uegentlig) normal til «, folger af ovenstaende, at dobbeliforholdet for de
4 normaler fra P’ til « er konstant, nar P’ gennemlgber kurven y’.

Til slut bemerkes, at jeg i et tidligere arbejde: An elementary (6,1)-
transformation, Mat. Tidsskr. B, 1952, s. 1-13, har foretaget en under-
sogelse, der svarer til den nerverende, idet parablen «x er erstattet med
en ellipse eller en hyperbel, beliggende i en sedvanlig eller en elliptisk
eller hyperbolsk plan. En del af de her opstillede resultater kan opfattes
som specielle tilfeelde af setninger vedrerende ellipsen eller hyperblen,
men den i ovennavnte afhandling benyttede fremgangsmade tillader ikke
en direkte specialisering, saledes at det har veeret nodvendigt at foretage
den foreliggende serlige undersggelse for parablen.

Jeg gor opmeerksom pa, at de pa de sidste sider navnte kurvebundter
(14) og (15) ngje svarer til de af Bauer og Clebsch undersggte bundter
af kurver af 6. orden (l.c.s.8-9), og at relationen (16) mellem A og u er
den samme som ligning (9,3) i den citerede athandling, idet blot u er er-
stattet med —u.




NIMES-ROSEN

VIGGO BRUN

I byen Nimes i Sydfrankrike finner en mange minner fra romertiden,
deriblant et ganske godt bevart Dianatempel. P4 en stor sprukken mar-
morblokk i dette templet ser man en dekorasjon, hugget i marmor, som
er av pafallende matematisk karakter.

T en stor sirkel er inntegnet syv regulere sekskanter, tredve kvadrater
og tjuefire likesidete trekanter. Hertil kommer seks rombelignende fir-
kanter langs ytterkanten.

En spor seg uvilkarlig om denne figuren skulle ha noe & gjore med for-
spkene pa & utfore sirkelens kvadratur.

Jeg tror svaret ber vere at figuren kanskje nok bare har dekorativ
betydning, men at figurens opprinnelse trolig kan skyldes arbeidet med
& lose problemet om sirkelens kvadratur. Det er nemlig slett ikke noen
nerliggende tanke at det skal veaere mulig & konstruere en figur som denne.
Det tyder pa adskillig matematisk innsikt. Na er det jo vel kjent at
romerne var slette matematikere. Men forbindelsen med grekerne var
alltid livlig. Det ville derfor veere av stor interesse om det kunne konsta-
teres at dekorasjonen allerede har vart brukt i Grekenland eller andre

[110]



Fig. 1
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av oldtidens kulturland. Det kunne ogsi vere
av interesse & vite om motivet har vert brukt
i middelalderen ved konstruksjon av rosevin-
duer i kirker. )
Jeg kan tenke meg at opprinnelsen til denne
figuren er feolgende: Man har gjort et forsgk
pé & kvadrere sirkelen ved & tegne en figur som
fig. 1. Den er en reguler tolvkant som inne-
holder en reguler sekskant, seks kvadrater
og seks likesidete trekanter. Hvis en stiller
seg den oppgave & bestemme z ved & omskrive

denne tolvkanten med en sirkel og innskrive i den en sirkel finner en

forgvrig

3<am<12(2—)/3) < 3,22.

Hvis man na hadde gjort seg fortrolig med denne figuren kunne man
nok komme pa den idé & lage seks lignende figurer utenom og man ville
f4 nettopp Nimes-rosen om man omskrev figuren med en sirkel og utfylte
mellomrommene mellom de ytre tolvkantene og sirkelen med rombe-

lignende firkanter (fig. 2).

En kan forovrig legge merke til at om en unnlater & omskrive med en

Fig. 2
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sirkel og erstatter de nevnte firkantene med romber, som har vinklene
60° og 120°, og sé tilfoyer tolv likebenete trekanter (t), som har vinkler
15° og 150°, vil det bli lett & beregne arealet av den attenkantete poly-
gonen som blir dannet. Den kommer til & inneholde tretti kvadrater (K)
og syttiatte likesidete trekanter (7') (om sekskantene og rombene deles
opp i slike trekanter) og tolv av trekantene ¢. Setter en kvadratsiden lik
2a far en

K = 4a?, T=13a2, t=a?.

Sammenligner en denne attenkanten med en sirkel med radius (44 3V§)a

far en
w~ 3,158 .

Sammenligner en attenkanten med en sirkel med radius a ]/1 + (4—}*31/7—3)—2

far en
wA 3,121 .

Som en ser er den forste av de to valgte radier lik avstanden fra rosens
sentrum til midtpunktet av en av de ytterste kvadratsider, og den annen
av de valgte radier er lik avstanden fra rosens sentrum til et hjerne i en
av de ytterste kvadratsider.

Men det er vel neppe sannsynlig at en slik utregning har veert utfort.
De ytre kvadratsidene i Nimes-rosen er visstnok synlige som korder,
men mellom kvadratene synes det ikke & ha vert trukket korder til den
store sirkelen. Dertil kommer at de rombe-lignende figurer i virkelig-
heten ikke blir romber, s& en noyaktig beregning vil ikke falle s& lett som
ovenfor. Men selv om en slik regning kan ha ligget fjern, kan man ha
hatt interesse av & utfylle sirkelen med kjente, lettoverskuelige polygo-
ner. Som en ser er det lett & konstruere Nimes-rosen med passer og linjal.



NOEN EGENSKAPER VED
DEN BINOMIALE FORDELINGSFUNKSJON

FRITZ C. HOLTE

I sannsynlighetsregning og matematisk statistikk spiller den sakalte
binomiale fordelingsfunksjon en viktig rolle. Betyr p et positivt tall < 1,
er denne funksjonen gitt ved

Jo= (Z) p"(1—p)"™"*

der % er et naturlig tall og = et slikt helt tall at 0 <& < n.
Betyr m et slikt helt tall at f,, = f, for alle «, slik at f,, blir den storste
verdi f, antar, kaller vi m for et typetall for funksjonen f,. N4 ser en lett at

Joa _m—2 P
fo a+1 ¢

der vi har satt ¢ = 1—p. Derfor blir f, ., = f, sa lenge (n—x)p = (x+-1)g,
dvs. for

v =np—q = (nt+1)p—1.

Er altsd (n+1)p et helt tall, blir f,,, = f, for x = (n+1)p—1 og funk-
sjonen far de to typetallene (n+1)p—1 og (n+41)p. Er derimot (n+1)p
ikke noe helt tall, far vi ett eneste typetall m som blir det storste hele tall
mindre enn (n-1)p, altsa

n+p—l<m< (n+1)p.

Vi gar i det folgende ut fra at (n+4-1)p ikke er heltallig, slik at typetallet
m er entydig bestemt av n og p.

Videre vil vi i det folgende anta p < %; i sa fall felger av m < (n4-1)p
at n+1 > 2m, altsd n = 2m; setter vi r = n—m, blir altsd r = m. I rek-

ken av funksjonsverdier f, fy, . . ., f, vil altsa f,, f1, . . ., f,, Veere voksende,
mens fo, fonies - - -5 Jy €r avtakende. Vi kaller fy, f, ..., f,_, for rekkens
kortside 0g foi1> fnses - - - fn dens langside. Det er m ledd i kortsiden og

r = n—m = m ledd i langsiden. Vi vil i denne artikelen sgke & besvare
dette spersmalet: Kaller en summen av leddene i kortsiden K, summen
av leddene i langsiden L, hvilken av de tre relasjonene K = L bestar da
for gitte n og p? [1]

Nordisk Matematisk Tidskrift. — 8 [1 13]
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Vi definerer storrelsene K; og L; ved
Ki :fm—i’ ('L‘ - 0, ]., .. .,m); Li =fm+i’ (7: - O, 1, e ey 7‘)
(altsd spesielt K, = L, = f,,). Da er

m m r r
K :2 K; :~2fm—i’ L = L; = S+
=1 =1 1=1 =1
Vi beviser na fglgende setninger:
Setning 1: Dersom K, < Ly, er K, < L, fort = 2,3, ..., m.

L. K, L Ly, r—i r+1+i I
_(1 r(r4+1)—m(m-1) ) r(r41) .Kl.Ki
S r(r+1)—z’<i+1>> m(m-+1) Ly L;

N& er r = m. For r = m gir dette

'Ki+1__‘[(i+1 K@ L1 m—1 m—l—l—{—'?: I{Z <q)2
P

s

K;, K, K,
L, L

og for r > m vil faktoren i parentesen avta med voksende ¢; den er derfor
mindre for ¢ > 0 enn for ¢ = 0, og derfor blir

K;, K, K,
< ==

Ly Ly L
Er derfor K, < L, folger ved induksjon at K, < L; for ¢ =2, ..., m.

Setning 2: Av K, < L, folger K < L.
Da alle f, er positive og r = m er dette en umiddelbar fglge av setning 1.

(=12 ...,m—1).

Setning 3: Vi lar m og n = 2m veere fritt valgte naturlige tall. Er da p et

1
m_mt >, vl m veere typetallet for f,.

tall © det dapne intervallet { ——, ——
n+1" n+1

K
Videre vil forholdet 7, veere en avtakende funksjon av p © dette intervallet.

m m-1 . .
Av —— < p < —— folger jo (n41)p—1 <m < (n+1)p, s& m blir
n+1 n-+41

typetallet for f,. Videre blir
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"
m—i/ \p
r P 7
p=zr=rr () ()
2 " 3
q

1
Da = = ——1 avtar med voksende p, felger straks at den forste av summene
p p

K
til hoyre avtar og den andre vokser med voksende p; altsd avtar I

K=K =p"qY (
=1 i

1=1

med voksende p.

1
Setning 4: For p = m:]l:; er K < L.
n

Da det er forutsatt at p < % er r > m. Av

(2r1)?

K, m(m+1) (q 2_ r(r+1) o rtE
L, r(r+1) (E) (2m4-1)% (q I=p= n+1)
m(m-1)

(2z+1)2

— avtar med voksende x for
x(x-+1)

x> 0. Etter setning 2 er da K < L.

folger K, < L, fordi funksjonen

1

Setning 6. For et bestemt p, 7 intervallet 4 @, MmN er K = L. En har
\n’ ntl/

K > L dersom p ligger © mtervallet< " e p0> og K < L dersom p ligger 1

intervallet <p0, e

Etter Frisch [2] er K > L dersom p < } og np er et helt tall. Altsa er

K > L for p = —. Pastanden er da en folge av dette og setningene 3 og 4,
n

i det K og L jo er positive, kontinuerlige funksjoner av p.

NOTER

[1] Dette sporsmélet er blitt reist av professor RaeNA®R FriscH, jfr. »Spesielle fordelings-
lover, hefte I«, memorandum fra Universitetets Sosialokonomiske Institutt (Oslo) 1/10
1951, s. 45-46. For det spesialtilfellet at np er heltallig, er spersmélet besvart i FrRIscu’s
artikkel »Solution d’un probléme du calcul des probabilités« i Skandinavisk Aktuarietid-
skrift 1924.

[2] Beviset er gitt i den nevnte artikkelen i Skandinavisk Aktuarietidskrift 1924.
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J. E. HoFMANN : Geschichte der Mathematik. Erster Teil: Von den An-
fingen bis zum Auftreten von Fermat und Descartes. (Sammlung Goschen
226.) Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1953. 200 S.

(Innholdsfortegnelse i NMT, dette hefte, s. 120.)

I forordet sier forfatteren: »Die in andern Einfiihrungswerken ein-
gehend geschilderte antike Mathematik ist sehr gedringt dargestellt, um
die interessante, jedoch bisher zu wenig beachtete Entwicklung der
Mathematik im Mittelalter und in der Renaissance etwas ausfiihrlicher
behandeln zu kénnenc.

Forfatteren har bare hatt 160 smé sider til sin radighet. Det er derfor
klart at fremstillingen av den antikke matematikk er blitt sveert kort-
fattet. Bokens tyngdepunkt ligger i de folgende kapitler: Mittelalter,
Humanismus, Frithbarock og dessuten i den store litteraturfortegnelsen
pa over 40 sider. Denne fortegnelsen er ytterst verdifull og en blir hoylig
imponert over forfatterens opplysning i forordet: »Es wird kaum eines
der zitierten Originalwerke geben, das ich nicht selbst in der Hand hatte«.

Ned gjennom tidene har matematikken forspkt & kultivere den klare
tanke. Det vekslende hell man har hatt med dette avspeiler vel ikke bare
matematikkens historie, men til en viss grad hele kulturens. Det er
saledes neppe en tilfeldighet at Cardano og Tartaglia var samtidige av
Tizian og Michelangelo. Nar en ser katedralen i Chartres, hvor bade
Pytagoras og Aristoteles er hugget i stein sammen med kirkens hellige
menn, far en et inntrykk av den tidsepoken — et inntrykk som for-
sterkes ved lesningen av Hofmanns bok. Han forteller om den logiske
skole i Chartres, hvor oldtidens store ble dyrket — ikke minst Aristoteles.
De viktigste representanter for denne skolen var Thierry og Gilbert de
la Porrée. De levet nettopp pa den tid da den praktfulle katedralen ble
reist!

Tor matematikkens historie er ogsa studiet av de relativt dede perioder
av betydning. Ved lesningen av Hofmanns bok far en inntrykk av at
den lange perioden fra Diofant til Cardano ikke var sd dgd som en gjerne
forestiller seg det. En méi derfor vere Hofmann takknemlig for at han
har gjort oss delaktig i sin store kunnskapsmengde om dette tidsavsnitt.

[116]
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Det kan ikke unngés at man under lesningen ofte tenker: gid forfatteren
hadde hatt sterre plass til sin radighet, s han hadde kunnet gjore frem-

stillingen mindre summarisk. Viggo Brun

W. LietzMANN: Wo steckt der Fehler? Dritte, erw. Aufl. B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft, Stuttgart, 1953. 185 8., 121 Fig. Kart. DM 5.80.

(Innholdsfortegnelse i NMT, denne argang, s. 68.)

Det er 40 ar siden denne boka kom ut forste gang, og siden har den
veert en flittig lest bok av matematikklerere og skoleelever i og utenfor
Tyskland. Selv s& jeg den forste gang som gymnasiast, og jeg husker
ennd hvor fengslet jeg ble av den, og min iver etter & finne feilene.

Ellers hadde forsteutgaven to forfattere, foruten Lietzmann den danske
matematikklerer magister V. Trier som dede i 1916.

Den nye utgaven er revidert og utvidet, og har pa sine nesten 200 sider
fatt med utrolig mye. Jeg har inntrykk av at forfatteren har tatt med alt
som overhodet fortjener & komme med. Der er ikke noe jeg savner, men
jeg kan nok tenke meg at enkelte ville finne at noen av eksemplene er
litt for naive, trivielle, kunstige eller »blote«. Hvordan det nd er, s er
boka uten tvil en gullgruve for leererne hva for et trinn i skolen de enn
underviser pd. Jeg minner i den forbindelse om at i I. Johanssons opp-
gaver ved universitetet i Oslo inngar en kritikkoppgave som bl. a. gir
ut pa at studentene skal finne feil ete. i noen fingerte oppgavelgsninger
eller bevis.

Wo steckt der Fehler har forst et avsnitt om optiske bedrag og feil-
slutninger. Her er mange eksempler fra presse og bgker, men seerlig
interesse har en rekke feilaktig loste oppgaver fra skolen. Det er ikke alltid
s& lett & se feilen. P4 den andre siden finner jeg det ikke betenkelig, sett
fra et pedagogisk synspunkt, at elever far seg forelagt slike oppgave-
lgsninger; jeg tror ikke det vil fore til uheldige assosiasjoner.

Neste avsnitt behandler Trugschliisse, dvs. feilslutninger satt opp be-
visst, ikke i god tro som de for nevnte. Her moter en kjente og ukjente
eksempler, mange av dem er si verdifulle at de i grunnen burde vere
obligatoriske i undervisningen.

Tilslutt kommer et avsnitt med tallrike eksempler fra infinitesimal-
regningen. Her er det, i motsetning til hva ellers er tilfellet, tilfoyd noen
forklarende ord om feilene. Det dreier seg her, mener forf., om feil av
mer komplisert art, hvor eleven for ofte ville gi opp om han ikke hadde
en veiviser. Ogsa dette avsnittet har mange morsomme eksempler hvorav
dog en del nok faller utenfor de nordiske skolers arbeidsomrade.

P4 fig. 44 forekommer bokstaven D to ganger. Ellers synes der & vaere
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lest seerdeles god korrektur — lett har det sikkert ikke veert. Det skulle
etter dette forhdpentlig fremga at jeg gir Wo steckt der Fehler min
beste anbefaling, den vil uten tvil bel@re og more bade elever og larere.

Kay Piene

MOTTATTE BUKER
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OPPGAVER TIL LOSNING

Losninger av oppgavene 35-37 sendes til oppgaveredakteren, professor R.Tambs
Lyche, Holmengrenda 7, Oslo. Slike lpsninger vil bli trykt i et folgende hefte i den ut-
strekning plassen tillater, dog vanligvis bare den beste lgsning av hver oppgave. Lesninger
av oppgaver i dette hefte mé vere sendt innen 1. desember 1954.

De etterfolgende oppgaver er enklere, og lesninger av dem vil ikke bli trykt.

Redaksjonen er takknemlig for forslag til oppgaver. Slike forslag kan sendes til oppgave-
redakteren, helst sammen med oppgavestillerens egen losning.

35. Evaluate

© (9p41)!
2 23n(n')2 .

n=0 :

Martin G. Beumer

36. M ir en punktmingd i planet. M siiges vara stjirnformigt med
avseende pd en punkt P, som tillhér M, om genomsnittet av M med en
godtycklig linje genom P ér ett intervall. Visa, att méngden av de
punkter, med avseende pa vilka M &r stjdrnformigt, 4r konvex (even-
tuellt tomma m#ingden). Bevisa ocksd att satsen giller i en rymd av

hogre dimension. Lare Hérmander

37. Sett
1 1 1 1
Sk:1+§+...+_];’ 0k=1+§+"‘+ﬁ? (80=0'0:0).

Bevis identiteten

I 1

(1) (ot ot 206,09 = 6 (%) o

=0 p—=1 1}2 (21))
v

R. Tambs Lyche
38. Evaluate

oo x2n

,f:’;(n—l—l) (2n+-1)

for all values of x such that the sum exists. .
Martin Q. Beumer
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39. En trekant APB har siderne AB = 5k, AP = PB = 2 \/é k, hvor
k er et givet liniestykke. Ved konstruktion (med passer og lineal) skal
vinklen ved P deles i 3 lige store dele.

Beviset for konstruktionens rigtighed kan fgres ved en rent geometrisk

betragtning. P. G. Stuhlmann

40. Der er forelagt kurven y = 2% x = 0, og pa denne to punkter
A og B med abscisser henholdsvis z; og #,, hvor z, > x;. Tangenterne
i A og B skerer hinanden i C. Find grenseveardien for forholdet mellem
liniestykkerne AC' og CB i faglgende 3 tilfzelde:

1. z, er fast og > 0, medens z, - z;;
2. 2, =0 og x, ~ 0;
3. x; og z, gar begge mod nul, og x,/x; - k, hvor k er en konstant.

Dansk landinspektoreksamen 1954. Lidt sendret tekst.

41. La AB og OD vare to parallelle korder i et kjeglesnitt. Vis at
sektorene ABC og ABD har samme flateinnhold.

42, Om et naturlig tall blir skrevet i 2-tallsystemet, trenger en bare
sifrene 0 og 1. Sett )
§=3-,
) T
der summen er utstrakt over alle naturlige tall » som blir skrevet i
2-tallsystemet uten bruk av sifferet 0. Vis at rekken konvergerer og at

S: ;i@’

it v
y=1 2

der d(») betyr antallet av divisorer i ».

LOSNINGER

Oppgave 12.

Gjennom skjeringspunktet ¢ mellom tangentene 7'; og 7T, kon-
strueres L, parallell med den givne asymptoteretning, og L, loddrett
pad L, blir da parallell med den andre asymptoteretning. 7', og 7', mé
g4 gjennom samme par toppvinkler (L,L,). Det givne punkt kalles P.
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Arealet av en trekant som begrenses av asymptotene og en tangent
til hyperbelen er konstant.

I hvert av de par toppvinkler 7'y og 7', danner, konstrueres et punkt 0,
slik at nar O'X’ er parallell med L, og O' Y’ parallell med L,, er trekantene
som begrenses av O'X’, 0'Y’ og T, eller T, like store. Halve arealet av
en av disse trekantene er lik arealet av et rektangel med to sider langs
asymptotene og et hjorne pa den hyperbel som har 7'; og T, til tangenter
og O'X’ og O'Y’ til asymptoter. En kan da konstruere skjeringspunktene
mellom denne hyperbel og QP. Er P’ et av disse punkter, blir den sokte
hyperbels sentrum O pi QO bestemt av Q0 : QO' = QP : QP'. Topp-
punktene finnes ved & konstruere en toppunktstangent, som sammen
med asymptotene danner en likebenet trekant av kjent sterrelse.

Ligger P i en av de spisse vinkler (7',7';) eller i @ blir det ingen lgsning.
Ligger P pa Ty, Ty, L, eller L, blir det to lgsninger, ellers blir det fire.
Er T, og T, parallelle, og ikke parallelle med noen av asymptoteretnin-
gene, ligger den sgkte hyperbels sentrum pa en parallell midt mellom
T, og T, En velger et punkt O’ pa denne parallell, og konstruksjonen
blir som for nar QP erstattes av en parallell med 7', og 7', gjennom P.
En far to kongruente, en eller ingen lgsning, etter som P ligger utenfor,
pa eller mellom 7'y og T',.

Pa tilsvarende mate kan det ogsd konstrueres om hyperbelen ikke skal

veere likesidet, men har givne asymptoteretninger. Anders Lodemel

Ogsa riktig lest av B. Skaug, A.Sandum og A. Wallstén.

Oppgave 22.

La C vaere en sirkelflate med arealet S (radius R), og med sentrum i
aksens skjeringspunkt med planet. La videre F veere det felles omride
for O og det gitte omrade G, og C; og ¢, de komplementaere omrader.
Idet r er avstanden fra aksens skjeringspunkt til flateelementet dw, er
treghetsmomentet

\r2dw = S r2dw = \ r’dw = grzdw
( iey oy ¢
SZ

R
. 7

= Srz-Qm*dr =-Rt=—.
¢ 2 27

Likhet inntreffer bare nar flaten @ er en sirkel, og aksen gar gjennom

ir ntrum.
sirkelens sentru Johannes Kvamsdal

Ogs4 riktig lest av J. Bager, E. Behn, O. G. Eriksen, M. Hoie, G. Kjellevold, A. Lede-
mel, P. Wulff Pedersen, A. Sandum, N. G. Sjostrand og H. Tverberg.
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Oppgave 24.
Rekkens alminnelige ledd kan skrives
q q3 q2v—1
U, = . - x
I+ l1+g+¢*+e*  1+g+¢*+. .. +g*

og herav framgar at for 0 < g <1 er

)

=
YT 244 ... (2)

Rekken er derfor uniformt konvergerende for 0 < ¢ < 1, og folgelig er

o0 [e5] o0 x’l’ .’—Z)_
lim U, = limwu, = ) ———— = e?.
g—>1— v=201 v;(: g—>1— v§ 2-4... (27’)

Det er da forutsatt at uw, = 1.

Johannes Kvamsdal

Ogsé riktig lest av J. Bager, A. E. Livingston, P. Wulff Pedersen, N. G. Sjéstrand
og J.I. Try.

Oppgave 26.
2n
2) N1y logw _ ¥ (log2m_log(2m—l)>
et v =\ 2m 2m—1
_éﬂlogZ ;(log,?m log(2m—1) logm
= om =\ 2m 2m—1 m )
" 2 Jogy
=log2- }'— T
v=1 7 v:%;l v
2n 1 n o] 2nl
b) Y (-1y o8Y log2<2———lnn>—-( P Ogv—logn ln2)
v=1 4 y=1 7V v=n+1 V
1 -
log<1—1——> -
"l ‘ 1 )
=log2(2——1nn>—— T -—+logn| 3 ———In2 ||,
v=1 " k=1 1 k n k=1
+-— I+-
n
ot , logv
2 (=)y—=
v=1 v
nl 1 n I
. og( +n) k 1 k
= Clog2— lim —-——d(—>—}~logn ———d(—)—ln2 =
n—>00 k n k \n
14— 14—~
k=1 n k=1 n
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1
= Clog2 3 (log2)2+ lim

Inn 1\ ®
——loge In (1—}———) s
n—>oo \ W n

hvor siste ledd er 0 p. g. a. faktoren Inn/n. Jakob Ivar Try

Ogsé riktig lest av J. Bager, K. Ejrn®s, G. Hansen, J. Kvamsdal, A. E. Livingston,
N. G. Sjostrand og P. Thomsen.

Oppgave 27.

Om n #r ett primtal, &r ¢p(n) = n—1. Om = ej 4r primtal méaste
p(n) <n—1, d. v.s. ¢(n) < n for alla n.
Ett godtyckligt heltal n kan skrivas

N = PP, 2 ... p.
Enligt Nagell: Elementér talteori, s. 24-25, kan d& ¢(n) skrivas
p(n) = P, pr— D" (pa—1) ... > p,—1),
[p(m)PP/n = p™ 7 *(p1—1)*p" *(pa—1)% ... p,*(p,—1)%.
Om p, = 2 blir p,;"17%(p;—1)? = 2% = 1. Minimiviirdet uppnas for
M= ey ez (p—1pfp, =1 for p, = 3415,

eftersom (p,—1)? = p, har rétterna gj:%]/g D.v.s. p,* *p,—1)2> 1
for p, = 3. Vi ser alltsa, att [p(n)]?/n = } f6r n = 2, men > § for n > 2:

d.v.s

]/»%n<<p(n)<n for n> 2.
N. G. Sjostrand
Ogsé riktig lest av E. Behn, J. Kvamsdal, H. Meyer og E. Molbo.

Oppgave 28.

Om z;, z,, ..., z, permuteres pa alle mulige méter blir 4, uforandret.
Det sgkte integral blir derfor n! ganger integralet tatt over omradet
0=z =2,... =, = 1. Elementene a,; blir lik x;—x;, x;—x; eller 0
ettersom % > j, j> ¢ eller ¢ = j. Subtraherer en fra elementene i de
(n—1) forste kolonner tilsvarende element i den etterfglgende kolonne,
og gjor pa samme méate med rekkene i den nye determinanten, far en,
nir en setter P, = (X;,.1—2;) (Tppa—Lpr1) - -« (Xp—Tp_y):

4, = —(=2)"2(x,—x,) P, .

Settes videre A, = ((*(x,—,)  Pydw, = 2,2(3x,—3x,) Py 0g Ay =
(1A, dxy, blir, nar 4, = ;. (@,/x—x/B)" Py
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x x
2 n k+1 .
Ay = 213 ( (x( ) P

v+1)(+2)  pr+2)(v+3)

z, > _ 2(n—1) —
2n—1)1""

og altsa
A = g 2n—2 ( Tn _
" " 2n—2)! (2n—1)!

Det sokte integral blir da lik

1ap xg
—(—2)"2-n! S . \(xn—x1)~P1dx1 ... dx,_qdx,
00 0
1
n—I1
= _(—-2)n_2'n' Andxn = (— )n—l

(n+1)(n+2) ... 20"

Anders Lodemel

0

INTERNORDISK PRISOPPGAVE

NMT bringer her forseksvis en felles prisoppgave for gymnasiaster 4 alle nordiske land.
P. g. a. forskjellige pensa og eksamenskrav er det vanskelig & finne passende oppgavestoff,
men hvis den forste konkurranse blir vellykket, haper vi & kunne fortsette med slike
nordiske fellesoppgaver senere.

Oppgaveteksten er gitt bade pa norsk og svensk, med noen danske forklaringer til den
norske tekst. Besvarelser kan selvsagt innsendes pa dansk, norsk eller svensk.

Det vil bli delt ut en 1. premie pa 150 og en 2. premie p& 75 n. kr., eller tilsvarende
belpp i vinnernes egen valuta.

Besvarelsene vil bli bedemt av en komite innen NMT’s redaksjon. Den beste losning
blir offentliggjort i tidsskriftet.

Fristen for innlevering av besvarelser er 1. februar 1955. Oppgi navn, klasse og skole.
Losninger sendes til redaksjonssekretzren, ledsaget av en erklering om at besvarelsen
er selvstendig arbeid.

Vi henstiller ¢l de nordiske gymnasielcerere a gjore flinke elever oppmerksom pd pris-

oppgaven.

Norsk tekst:

1. En trekant 4 BC har sine hjorner! liggende pé en parabel. Punktene
A, B og C projiseres pa en linje, som er vinkelrett pa parabelens akse,
i henholdsvis 4,, B, og ;. Gjennom midtpunktene av linjestykkene
A,B,, B;C, og C,4, tegnes linjer vinkelrett pa henholdsvis 4B, BC og CA.

Vis at disse tre linjer gar gjennom samme punkt beliggende pa para-
belens akse.

1 Dansk: vinkelspidser.
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2. Av en parabel kjennes tre punkter samt aksens retning. Konstruer
brennpunktet.

3. Av en parabel kjennes tre tangenter samt aksens retning. Kon-
struer brennpunktet.

Konstruksjonene i 2. og 3. ber bygges pd rent geometriske resonne-
menter og ikke knyttes til et komplisert algebraisk uttrykk, som er
funnet ved beregning. Konstruksjonen gnskes ikke detaljert utfort, men
klart beskrevet og motivert (i tilknytning til en overskuelig figur).

4. En trekant har sine hjerner liggende pa en parabel. Trekantsidenes
projeksjoner pa styrelinjen' betegnes med a,, b, og c¢,. Bevis formlen
a.bic; = 2pT, hvor p er parabelens parameter og 7' trekantens areal.

5. Der foreligger en trekant samt to parabler med felles akseretning.
Den ene parabel gar gjennom trekantens hjerner, den annen bergrer
dens sider (eller disses forlengelser).

Vis at den siste parabels parameter er 4 ganger si stor som den forstes.

6. Der foreligger to parabler med felles akseretning. Vis, at safremt
det finnes en trekant hvis hjerner ligger pa den ene parabel, og hvis sider
(eller disses forlengelser) bergrer den annen, da eksisterer det uendelig
mange trekanter med denne egenskap.

Svensk text:

1. Hornen av en triangel 4BC ligga pa en parabel. Punkterna 4, B
och C projicieras pa en linje, vinkelrit mot parabelns axel, i 4,, B, och C,.
Genom mittpunkterna pé strickorna A4,B;, B,C; och C,4, dragas linjer
vinkelrdta mot respektive AB, BC och CA.

Visa, att dessa tre linjer g genom samma punkt beldgen pé parabelns
axel.

2. Av en parabel kéinner man tre punkter samt axelriktningen. Kon-
struera brinnpunkten.

3. Av en parabel kinner man tre tangenter samt axelriktningen. Kon-
struera briannpunkten.

Konstruktionerna i 2. och 3. bora bygga pa rent geometriska resone-
mang och icke knytas till ett genom beréikningar funnet komplicerat
algebraiskt uttryck. Konstruktionen tnskas icke detaljerat utférd men
klart beskriven och motiverad (i anslutning till en overskadlig figur).

4. En triangel har sina hérn pa en parabel. Sidornas projektioner pa

1 Dansk: ledelinien.

Nordisk Matematisk Tidskrift. — 9
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styrlinjen betecknas med a,, b, och ¢,. Bevisa formeln a,b,c, = 2pT, dir
p ar parabelns parameter och 7' triangelytan.

5. En triangel samt tvé parabler med gemensam axelriktning dro givna.
Den ena parabeln gar genom triangelns horn, den andra tangerar sidorna
(eller deras forlingningar).

Visa, att den sista parabelns parameter dr 4 ganger s stor som den
forstas.

6. Tva parabler med gemensam axelriktning &ro givna. Visa, att om
det finns en triangel, vars hérn ligga pa den ena parabeln och vars sidor
(eller deras forlingningar) tangera den andra, sa existerar odndligt manga
trianglar med denna egenskap.

EKSAMENSOPPGAVER

Nedenfor folger matematikkoppgavene til studenteksamen 1954 pa de matematiske
gymnasielinjer i de nordiske land.

I det tilsvarende avsnitt ifjor (NMT, Bd. 1, s. 138) ble det feilaktig angitt at oppgavene
for hele Island bare gjaldt Menntaskélinn i Reykjavik.

DANMARK
Matematik 1.
1. I et retvinklet koordinatsystem er givet punkterne 4(10, 0), B(0, 17), C(—10, 0) og
D0, —3).
Midtnormalerne (halveringsnormalerne) til liniestykkerne 4B og CD skerer hinanden
i punktet Q.
Vis, at vinkel AQB og vinkel CQD begge er rette.
Find ligningen for radikalaksen for de to cirkler, der har 4B og CD som diametre.

2. Undersog og tegn i samme koordinatsystem de to kurver
y=2%-1 og y=(2°—1)2.
Find arealet af den lukkede figur, der begrenses af kurverne.

3. I en konveks firkant ABCD er siden 4B = 3,456, siden BC = 4,064 og siden CD =
5,284; endvidere er vinkel C = 90°, og diagonalerne 4C og BD er lige store.
Beregn diagonalerne, siden 4D og firkantens ubekendte vinkler.

Matematik II1.

cos 2z 5
1—6tgx - ( +1) = .

1. Find « af ligningen

cos?x cos?z
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2. I et retvinklet koordinatsystem, hvis begyndelsespunkt er O, er givet punkterne
A (4, 0) og B (8, 0).

Der tegnes to cirkler ¢, og ¢, over henholdsvis O4 og OB som diametre. En vilkérlig
ret linie gennem O skerer ¢, og ¢, anden gang i henholdsvis P og @.

Liniestykket P@’s midtpunkt kaldes M, og den rette linie gennem B og M skeerer
den rette linie gennem A og P i punktet S.

Find ligningen for det geometriske sted for S, idet den vilkérlige rette linie gennem O
gennemlgber alle stillinger, og angiv den fundne kurves art og dens beliggenhed i koor-
dinatsystemet.

3. I trapezet ABOD (AD # BC) er AB = AD = 4, BC = 2 og vinkel BAD = 90°.

I AB’s midtpunkt M oprejses normalen til trapezets plan, og ud ad normalen afsettes
MO =2 \/é Punktet O bestemmer sammen med trapezet ABCD en pyramide med top-
punkt i O og grundflade ABCD.

Beregn overfladen af denne pyramide.

Igennem midtpunktet af BC legges en plan parallel med planen OAB; snitplanen
skeerer pyramiden i en firkant.

Beregn sider og vinkler i denne firkant.

FINLAND
Léingre kursen.

1. Av vart lands befolkning utgjorde stadsborna ar 1800 (vid arets slut) 5,60 % och
1950 25,89%. Landsbygdens (d.&. képingarnas och landskommunernas) invénarantal
véxte under namnda tid med 2809%. Landets totala befolkningstal 1950 var 4 030 000.
Hur stort var det ar 18007

2. BEtt amorteringslan aterbetalas p& 2n &r medelst lika stora arsrater (annuiteter).
Réantan berdknas efter p%. Hur stor del av den annuitet, som erlagges det forsta aret
efter halva lanetidens utgéng, utgér amortering (= avbetalning pa lanet)? Angiv resul-
tatet i s& enkel form som méjligt och tillampa det d& 2n = 30, p = 6.

. " . w(l—a?)
3. For vilka positiva vérden pé « ar funktionen T a2 mindre én 1? (o kan antas
—a?x
vara positivt.)

4. Bestam den punkt pé cirkeln 22442 —2z—3 = 0, vars avstand till linjen 3z 4y — 15
— 0 ar kortast. Berikna detta kortaste avstdnd. Rita figur och prova resultatet genom
métning.

5. Harled uttrycken fér rotterna till ekvationen ax?-bzx+c = 0.

6. En cirkel C med radien R tangeras invindigt av en cirkel ¢ med radien r. Kon-
struera en cirkel, som (ligger innanfér C och) tangerar ¢ utvandigt och ¢ invindigt och
vars area utgor halften av den del av C':s yta, som faller utanfér c. Nér &r uppgiften mojlig?

7. Punkten E, som delar sidan OD i en kvadrat ABCD i férhallandet 1:2, samman-
bindes med A och B. F@ ar en med AB parallell stricka, vars d&ndpunkter ligga pé kva-
dratens perimeter. Striackorna AH och BE dela F@ i tre delar. I vilket forhallande delar
FQ sidan BO, d& den med de namnda delarna av F@ sdsom kanter bildade ratvinkliga
parallellepipeden ér s stor som mdjligt?

8. Av tvenne kirl, 4 och B, ér A en stympad kon, B ett stympat sfariskt segment,

Q*
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vars baser éro lika stora och vars héjd = sfarens radie. Kérlen ha samma volym, samma
héjd och samma 6vre basradie. Berikna forhallandet mellan den undre och den 6vre
basradien hos kérlet A.

9. En tresidig reguljir pyramid, vars baskanter éro ¢ och hojd h, delas i tva delar
medelst ett genom en baskant lagt plan, som med basen bildar vinkeln v. Bestém for-
héllandet mellan volymerna av den del, som ligger vid toppen, och den, vars bas utgores
av den givna pyramidens bas. Tillampa resultatet, d& ¢ = 8 cm, » = 5 cm och v = 30°.

i . 2 +z+41
10. Bestém maximi- och minimivérdena fér funktionen —2ﬂ~— och rita funktionens
x
kurva. Visa, att linjen y = 1 4r en asymptot till densamma.

fsLAND
I.
. . 8z .
1. Hvilke verdier kan funktionen y = ( 2)5 antage, nér z er et reelt tal? Find
r—
relative maxima og minima, samt asymptoter, hvis sddanne findes. — Tegn funktionens

grafiske billede i hovedtrek. — Find ligningen for tangenten ¢ i kurvens skeeringspunkt
med X-aksen.

Tangenten ¢ skeerer kurven igen i punktet 4. Bestem arealet af det omrade, som be-
grenses af kurven, tangenten ¢ og den linie igennem A, som er parallel med X-aksen.

2. I en kugle med diameteren 1 indskrives en ret omdrejningskegle. Find keglens top-
vinkel, nar dens samlede overflade skal veere steorst mulig.

3. Der er givet et kvadrat ABCD. Uden for kvadratet tegnes en halvcirkelbue med
AB som diameter. Fra et punkt P p& halvecirkelbuen treekkes linierne PD og PC. Disse
skeerer kvadratsiden 4B henholdsvis i punkterne @ og R. Bevis, bade analytisk og geome-
trisk, at QR? = AQ-RB.

II.

1. P& en parabel er givet punkterne 4; og B;. En ret linie, som har retningskoeffi-
cienten o og gar igennem 4,, skeerer parablen igen i 4,. En anden ret linie, som gar igen-
nem B, og har retningskoefficienten —c, skeerer parablen igen i punktet B,. Linierne
A4,B; og 4,B, skerer hinanden i punktet P. Bevis, at halveringslinierne for vinklerne
ved P er parallelle med parablens akse og ledelinie. Bevis endvidere, at punkterne A,,B,, B,
og A, ligger pa en cirkel.

2. Les ligningerne
dpt— 1123+ 1422 — 222412 = 0

og
42®+ 5224102 —12 = 0,

nar det er givet, at de har een fzelles rod.

3. I en spidsvinklet trekant ABC er D fodpunktet for hejden fra 4, medens H er
hgjdernes skaringspunkt.
l-“r a) Bevis, at AH = 2Rcos4 og HD = 2RcosBcosC.

b) Beregn vinklerne B og C samt siden a, nar

AH = 55,68, HD = 18,41 og / A = 60°.




OPPGAVER 133

NORGE
Reallinjen.

1. a) Vis hvordan en kan lese en tredjegradslikning som har formen
(@*+p)(@+q) = 0.

En ordnet tredjegradslikning har den alminnelige formen
23 t+ax?4-br+c = 0.

Hva for et vilkér mé koeffisientene a, b og ¢ oppfylle om likningen skal kunne bringes
pé den spesielle formen som er gitt ovenfor?

b) Likningen
sin 2z -+ 3sin?x = cos?x+ }cotgx
er gitt.
. . . 2tgz :
Gjor forst greie for at sin2x = m@ for alle vinkler z. Fer deretter inn tgz som

eneste ukjente trigonometriske funksjon i likningen, og vis at den da far den spesielle
formen som er gitt i a).
Finn de verdier av « mellom 0° og 360° som tilfredsstiller likningen.

2. Et regulert tetraeder ABCD med sidekant s er skéret av et plan som er parallelt
med sideflaten ABC. Planet har avstanden z fra hjernet D. Kall snitt-trekanten 4,B,0,,
slik at 4, ligger pd AD, By p4 BD og C, pa OD. I snitt-trekanten er innskrevet et kvadrat,
slik at en side faller i B,C, og et kvadrathjorne i hver av de to andre trekantsider. Vis
at siden i kvadratet blir §x (2)/2—1/6).

Dette kvadratet er toppflaten i et regulert firkantet prisme som er innskrevet i
tetraederet, slik at dets grunnflate faller i ABC. Regn ut volumet av dette prismet uttrykt
ved s og . Bestem den verdien av x som gjer volumet av prismet sterst mulig, og vis at
snittplanet da deler tetraederhsyden fra D i forholdet 2:1.

I det tilfelle at prismet har sitt sterste volum, er det lagt et plan gjennom tetraeder-
hjernet A og den toppflatekant i prismet som ligger i sideflaten BOD. Finn forholdet
mellom de to delene som dette planet deler tetraederet i.

3. Finn likningen for normalen i et fritt valt (vilkarlig) punkt P(z;,y;) pé ellipsen
b2+ a2y? = a?b?. Vis at normalens skjeringspunkt med z-aksen har abscissen e?z;, der
e er ellipsens eksentrisitet.

I ellipsenormalens skjeeringspunkt med w-aksen trekker vi en normal (perpendikuler)
pé x-aksen, og gjennom P trekker vi en parallell med x-aksen. Normalen pé z-aksen og
parallellen med -aksen skjerer hverandre i S. Finn likningen for det geometriske stedet
for S nar P flytter seg pa ellipsen. Gjor greie for den geometriske betydningen som den
funne likningen har.

Det geometriske stedet skjerer z-aksen i to punkter. Konstruer abscissene til disse
punktene ndr ¢ = 5 cm og b = 2,8 cm. Konstruer deretter et fritt valt punkt pé det
geometriske stedet.

Tegn deretter — pa ny figur — en sirkel med den gitte ellipsens lille akse (2b) til dia-
meter. Merk av den gitte ellipsens hoyre toppunkt, kall dette punktet for 4, og trekk en
sekant til sirkelen fra 4. Kall sekantens skjeringspunkter med sirkelen for @ og E;
Q ligger nzrmest 4. Regn ut AQ uttrykt ved a og e ndr AR = a. Hva for en sammen-
heng har det funne uttrykket med det geometriske stedet ? Hva blir det geometriske stedet
dersom AQ har lengden b ? Finn b uttrykt ved a i dette tilfelle, og vis at vi ogsé kan utlede
dette resultatet av figuren.
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SVERIGE
Realgymnasiet, allmdn kurs.

1. En rektangel har ett horn i origo, ett hérn i punkten (—2; 6) och den ena diagonalen
utefter den réta linjen x-7y—40 = 0. Bestém koordinaterna for de aterstdende hérnen.

2. En storhet y ér en funktion av en annan storhet z, som kan anta alla virden fr.o.m.
10 t.o.m. 30. Sambandet mellan y och x uttryckes genom ekvationen y = ax?+ b3, dar
a och b &ér konstanter. Fér = 12 resp. 18 ér motsvarande virden pd y = 16 resp. 27.
Bestam, for vilket virde pa a vérdet pa y blir storst, och upprita motsvarande kurva inom
variationsomradet.

3. Sidorna i en triangel férhaller sig som 5:6:9. Den inskrivna cirkeln tangerar sidorna
i punkterna 4, B och C. Berakna vinklarna i triangeln 4BC.

1 2tgx \2? 1 2tgx\?2
sin2z) tg 2z

géller for varje virde pa », som inte &r av formen k- 90°, dar k 4r ett positivt eller negativt
heltal eller 0.

4. Bevisa, att formeln

5. I en cirkel med radien 1 dm drages en diameter. Dess ena éndpunkt tages till medel-
punkt f6r en annan cirkel, som skér den forra cirkeln i punkterna 4 och B och diametern
i C. Kordan 4B drages. Cirkelsegmentet ABCA far rotera kring den nimnda diametern,
varvid ett sfériskt segment uppstér. Bestém radien i den sist uppritade cirkeln, nér voly-
men av det sfiriska segmentet uppnar sitt stérsta varde.

6. En regelbunden tresidig pyramid star med basytan 4 BC pa ett horisontellt underlag.
Lodrétt 6ver hérnet 4 &r punkten P s& belidgen, att avstandet PA ar 1} génger s8 stort
som pyramidens héjd. Det genom P och kantlinjen BC lagda planet skar pyramiden i
tvé delar. Berakna férhallandet mellan delarnas volymer.

7. I ekvationen a®—a2—x+k = 0 ar k ett tal, som uppfyller villkoret 0 < k& < 1.
Bevisa, att av ekvationens rétter en och endast en rot z, &r siden, att 0 < z; < 1.

8. En {6ljd av trianglar Ty, Ty, T, ... T, ... ligger si, att for varje heltalsvirde pa
n(n = 2) hornen i triangeln 7', sammanfaller med tangeringspunkterna fér den i triangeln
T,_, inskrivna cirkeln. Hornen i triangeln T, betecknas med Ay, B, och C,, si att 4,
ligger p4 B, ,C,,_; osv. Understk, om gradtalet for vinkeln 4, i triangeln T, gar mot ett
grénsvirde A for vaxande virden pd n, dvs. om det finns ett tal A sadant, att skillnaden
mellan 4 och 4, blir numeriskt godtyckligt liten, blott n valjes tillrackligt stort. Ange i
sé fall detta gransvirde.

Specialkurs.

1. Tangenterna till en hyperbel i den ena parameterns &ndpunkter skir en av asymp-
toterna i punkterna 4 och B. Visa, att strickan AB:s projektion pa konjugataxeln ar
lika ldng som parametern.

2. Upprita kurvorna y? = 4x och 224y242x = 0, och bestam ekvationerna fér deras
gemensamma tangenter.

1—tge

d
3. Visa, att funktionen y = I Y

42
satisfierar ekvationen —y-l— 2y— = 0.
da? dzx
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4. I fyrhérningen ABCD #r vinklarna A och B bada rita. Sidorna BC och CD har
vardera lingden 1 cm. Bestim maximivirdet av fyrhérningens yta. Svaret skall anges
i sdval exakt som approximativ form.

5. I en given klotsektor ér medelpunktsvinkeln 120°. I sektorn inskrives en rat cirkular
cylinder, vars axel faller utefter sektorns symmetrilinje och vars buktiga yta &r s& stor
som méjligt. Bestam férhallandet mellan denna cylinders basradie och hojd.

6. En ellips, vars yta ar s ytenheter, tangerar de positiva koordinataxlarna i ett
rétvinkligt koordinatsystem. Genom punkten (0; 2) gér tvé tangenter till ellipsen. En
av dem sammanfaller med y-axeln. Den andra tangenten skér z-axeln i punkten P. Be-
stém z-koordinaten fér P som funktion av den av ellipsens halvaxlar, som &r parallell
med z-axeln, och &skadliggér denna funktion grafiskt med angivande av eventuella
maximi- och minimipunkter samt asymptoter.

7. Upprita i dess huvuddrag kurvan y = , dar a ar en konstant. En punkt P

2+ 1
pé kurvan ér s& belagen, att kurvans normal i denna punkt gar genom origo. 86k och
upprita geometriska orten fér P, nar a antar olika virden. Ange vidare, hur antalet nor-
maler genom origo beror av a samt vilka spetsiga vinklar som dessa normaler kan bilda
med y-axeln.

UTNEVNELSER

Til professor i matematik ved Aarhus Universitet: Lektor Svend Bundgaard.
Til rektor ved Maribo Gymnasium: Lektor Erling Frederiksen.

SUMMARY IN ENGLISH

Kay PieNe: Hand-books for the teaching of mathematics.

The article is built up around a very comprehensive book-list. Short references to
all the litterature are given in the text, which is divided in three main sections:
1° The methods of teaching mathematics. 2° Topics treated in the school. 3°»Out-
side« reading for clever pupils.

Ordinary text-books on mathematics are not treated, nor is litterature from
periodicals or journals. Within its scope, the book-list is probably complete as to
litterature in Scandinavian languages, but most of the books mentioned are in
English, French or German.

M. TipEMAN: Elementary proof of a uniqueness theorem for positive
harmonic functions.
Written in English. See p. 95.

K.-G. HacstroEM: The diagonal section of a hexahedron and the Gauss
distribution bell.

Given a hexahedron with a diagonal of 6 units, the area of a diagonal section at
a distance ¢ from the center is expressed by three second degree polynomials in ¢,
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given on the bottom of p. 97. The corresponding curve (fig. 2, p. 98) shows a striking
similarity to a Gaussian error distribution. A small table of the integral Sf) also con-

firms the good correspondence, which is explained by a simple statistical argument.

Fr. FABRICIUS-BIERRE: An elementary (3,1)-transformation.

Let « be the parabola y? = 4ax, and T, and 7', two arbitrary points of «. The
tangents at 7'y and 7', intersect at P(x, y), and the normals at P’(z’, y’). The
transformation

y2—ax xy

z' = 2a+ -, Y = ——
a a

determines the point P’ uniquely when P is given. Conversely, for a given P’,
there will be 1, 2 or 3 corresponding real points P, depending on the position of P’
relative to the semicubic parabola 27ay'? = 4(z'—2a)® (the transform of «).

The properties of the established transformation are studied. In general, the
order of a given algebraic curve is doubled by the transformation (each way).

The author has earlier (An elementary (6,1)-transformation, Mat. Tidsskr. B,
1952, pp. 1-13) studied the corresponding problem for an ellipse or a hyperbola,
situated in an Eucledian or non-Eucledian plane.

Vicao BRUN: The Nimes-rose.

In the town Nimes in Southern France, there is an old roman Diana-temple
with a decoration (see photograph p. 110) of an interesting geometrical structure,
inscribed in a circle (fig. 2, p. 111). Assuming that this was used for squaring the
circle, the resulting approximation for z is calculated.

Frrrz C. HoutE: Some properties of the binomial distribution.

The binomial function of distribution,

Jo = (Z) P*l—p)" % 2=0,12,...,n,
will have its largest value f, for (n+1)p—1 <m < (n+1)p. Assuming p < % and

(n+1)p no integer, we put

K =f0+f1+' . +fm—1 » L =fm+1+fm+2+ ‘e +fn .
It is shown that K/L is a decreasing function of p in the open interval
/ m  m+1\
——, —— %, and that K =L for a value p = p, such that m/n < p,

< (m+%)/(n+1). This is a generalization of an earlier result by Ragnar Frisch.




