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. I 1953 kommer to nye matematiske tidsskrifter i gang ved samarbeid
mellom interesserte kretser i Danmark, Finland, Island, Norge og Sverige.
Nordisk Matematisk Tidskrift, som her presenterer sitt forste hefte, er av
elementer karakter og vender seg til alle som interesserer seg for mate-
matikk i disse landene. Mathematica Scandinavica blir derimot en mer
vitenskapelig publikasjon, beregnet ikke bare pa nordiske matematikere,
men pa en internasjonal lesekrets.

Det nordiske samarbeid pd matematikkens omrade har gamle retter,
og det har stadig utviklet seg videre; gjennom tidsskriftet Acta Mathema-
tica (opprettet 1882) har nordiske matematikere, sammen med kolleger
fra hele verden, ytt verdifulle bidrag til vitenskapens utvikling, og de
regelmessig tilbakevendende skandinaviske matematikerkongresser (siden
1909) har i hoy grad fremmet fellesskapet pa forskningsnivaet. Av nyere
dato er derimot kongressene for matematikk-, fysikk- og kjemilcerere (fra
1951), som er uttrykk for samarbeid pa de mer elementeere omrader, samt
den internordiske utveksling av universitetslerere.

I og for seg hadde riktignok elementzrmatematikken — iberegnet de
matematiske undervisningsproblemer — etter handen fatt meget rike
publikasjonsmuligheter i Norden. Den har funnet plass i det danske
Matematisk Tidsskrifé (opprettet 1859, fra 1890 delt i en elementer serie
A og en videregidende serie B), i det svenske Hlementa (opprettet 1917
under navnet Tidskrift for elementédr Matematik, Fysik och Kemi), i Norsk
Matematisk Tidsskrift (fra 1919) og i to finske tidsskrifter, Matemaattisten
Aineiden Aikakauskirja (fra 1936) og Arkhimedes (fra 1949). Men ingen av
disse publikasjonene har tilstrebet & bli fellesnordiske, og selv om de har
vert kjent og verdsatt ogsd utenfor hjemlandene, er det til dem deres
virksomhet og betydning fortrinsvis har vart knyttet. Et samlende organ
for elementermatematikk i Norden har ikke eksistert.

Av de nevnte nasjonale publikasjoner har den danske og den norske,
som ikke hadde andre fag enn matematikken & ivareta, formelt avsluttet
sin virksomhet ved nyttar. Men de kommer til & leve videre som integre-
rende bestanddeler av de to nye tidsskriftene.

Foreningene for matematikk og matematikkundervisning i Norden,
som star som utgivere av Nordisk Matematisk Tidskrift, har bestemt at
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6 REDAKSJONELT

hovedsprakene i tidsskriftet skal veere dansk, norsk og svensk, de sprak
som binder Norden sammen, og som kan leses i alle vare fem land. Bare
unntaksvis vil engelsk, fransk eller tysk bli brukt.

Redaksjonen vil ta sikte pa at innholdet skal kunne forstaes uten ser-
lig innsikt pa spesielle og hoyereliggende omrader. Alt skal kunne opp-
fattes av lesere som har kunskaper som svarer til et par ars universitets-
studium i matematikk, og en betydelig del skal veere tilgjengelig for lesere
med vesentlig mindre forutsetninger.

I artikler skrevet av sakkyndige innenfor matematikkens forskjellige
grener, vil tidsskriftet orientere om fremskritt av eldre og nyere dato og
fremstille klassiske emner i lys av matematikkens senere utvikling. Det
vil ogsé bringe artikler som direkte bergrer skoleundervisningen, samt
innlegg av matematisk-didaktisk natur. Diskusjoner om slike sporsmal
vil finne et naturlig forum her, og det apner seg muligheter for fruktbare
meningsutvekslinger og pavirkninger ut over landegrensene. Gjennom
prisoppgaver vil gymnasieelever fra hele Norden fa4 mulighet for & prove
sine krefter, og dessuten vil tidsskriftet bringe andre oppgaver av varie-
rende art og vanskegrad, som dels kan stimulere leserne til selvvirksom-
het, dels brukes som gvingsmateriale i undervisningen. Endelig vil det
inneholde meldinger om ny matematisk literatur, ogsa om publikasjoner
som kommer ut utenfor Norden.

Det er redaksjonens hip at tidsskriftet vil bidra til & knytte forskning
og undervisning sammen, til & skape faglige og personlige kontakter innen-
for kretsen av matematikk-interesserte og til 4 motvirke isolering og
stagnasjon.

Redaksjonen tar fatt pa sitt arbeid i tillit til at man fra alle sider vil
ta godt imot det nye tidsskriftet. Den mottar med takknemlighet artik-
ler, ogsa fra mindre erfarne skribenter, og den vil med glede hjelpe for-
fatterne med rad og bistand, faglig sa vel som spraklig, slik at bidragene
kan bli s& lgdige og lettfattelige som mulig. Den oppfordrer leserne til &
sende inn oppgaver og oppgavelgsninger, samt forslag til emner som de
onsker behandlet. Den henstiller til alle interesserte & abonnere pa tids-
skriftet og bidra til at ogsé andre, sa vel institusjoner som personer, teg-
ner abonnement. Og sist, men ikke minst, ber den leserne avse tid til &
leve seg inn i det som tidsskriftet bringer. Bare ved en slik aktiv med-
virkning fra mange sider vil redaksjonen og leserne komme i den rette
kontakt med hverandre, og bare pa den méaten vil Nordisk Matematisk
Tidskrift kunne virke etter sin hensikt og bli et betydningsfullt bindeledd
mellom matematikkens dyrkere i de nordiske land, slik som redaksjonen
onsker og haper.




NILS ERIK FREMBERG IN MEMORIAM

AKE PLEIJEL

Den 16 september 1952 avled denna tidskrifts forsta svenska redaktor,
laboratorn i matematik vid Lunds universitet Nils Erik Fremberg.

Det ir svart att fatta, att Nils Erik Fremberg, denna sillsynt levande
ménniska, inte mer finns ibland oss. En personlighet som hans kan néppe-
ligen tinkas annat &n som tillstddes i nuet.

Han var en undantagsminniska, en livskonstnér av sillsynt valor.
Ingen, som kom i kontakt med honom, kunde undgé att ryckas med av
hans sprudlande livsglidje och ljusa syn p& tingen. Med sin spontana
virme, avvipnande 6ppenhet och friska impulsivitet blev han en medel-
punkt i var krets.

Nils Erik Fremberg foddes i Sélvesborg den 27 juli 1908 som son till
skeppsredaren och vice konsuln Nils Martin Waldemar Fremberg och
dennes maka Syster Elisabet Jeppsson. Efter faderns franfille avslutade
han sin skolging i Malmé dir han blev student viren 1926. S& fol-
jade studier under knappa yttre villkor vid Lunds universitet, varefter
han bérjade sin bana som lirare, forst vid Lunds privata elementarskola
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8 AKE PLEIJEL

och fran 1939 som bitridande lirare i matematik vid universitetet. Hans
rika personliga gavor i forening med hans levande intresse for ungdomen
och stora kirlek till det #mne han #gnade sig at, gjorde honom till den
borne liraren. Sjilv pojkaktigt ivrig och dértill slosande hjalpsam blev
han en inspirerande vigledare for de skaror av ungdomar, som under
arens lopp studerade vid den institution dir han verkade. Redan under
forsta aret som universitetslirare férfattade han det kompendium i mate-
matisk analys, som, priglat av hans friska grepp pa &mnet, snabbt vann
uppskattning bland studenterna dven vid andra universitet och hogsko-
lor. For den grundliggande matematikundervisningen i Lund var hans
insatser av oskattbart viirde, och i méngt och mycket fick hans verksam-
het ocksa inflytande i vidare kretsar. Hans framstiende liraregenskaper
och fruktbirande undervisningsarbete medférde, att han genom riks-
dagens beslut 1949 blev laborator i matematik pd personlig tjinst, en
befattning, som han innehade allt framgent. Under sina sista ar var han
ockss censor i studentexamen.

Nils Erik Frembergs liv forsvarades i hog grad av ohilsa, orsakad av
ett illa likt benbrott under pojkaren. Han genomgick fram till 1947 ett
trettiotal operationer, varav flera livshotande. En okuvlig optimism bar
honom dock igenom hans méanga och langa sjukdomstillstind. Ett fast
stod i dessa prévningar hade han i sin maka Aina, som han var férenad
med sedan 1936.

Laboratorsutnimningen 1949 betydde en bittre utgangspunkt for Nils
Erik Frembergs fortsatta verksamhet och en tryggare situation fér hans
hustru och deras bada pojkar. Samtidigt tycktes ocksd hans gamla li-
dande till sist vara slutgiltigt botat, och ljusare framtidsperspektiv syn-
tes 6ppna sig for honom. Hans bortging genom en ny ovintad sjukdom
ter sig hédrigenom dubbelt tragisk.

Vid sidan av sin inspirerande lirargirning samlade sig Nils Erik Frem-
berg mellan sjukdomsperioderna till vetenskapligt arbete av hog kva-
litet, vars omfattning dock sjilvfallet blev lidande av de aterkommande
avbrotten och den psykiska press dessa innebar. I ett opublicerat semi-
narieféredrag pavisade han 1939 ett visentligt fel i Volterras behandling
av ett »probléme mixte« for den cylindriska vagekvationen vid ett po-
lyedriskt begriinsat omrade. Viktigast av hans publicerade vetenskapliga
arbeten #r doktorsavhandlingen »A Study of Generalized Hyperbolic
Potentials¢, som ventilerades 1946. I denna limnas ett virdefullt bidrag
till den av M. Riesz utformade teorien for lineéra hyperboliska differen-
tialekvationer.

Genom sin litthet till kontakt med andra och genom sin positiva in-
stillning kom Nils Erik Fremberg att spela en betydelsefull roll i det ma-
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tematiska foreningsliv, som under aren efter kriget intensifierades och
tog fastare former, bade da det gillde interskandinaviskt samarbete och
utbyte mellan matematikerna i Sverige. Han bidrog bl. a. verksamt till
att samla svenska skol- och universitetsmatematiker till att delta i ut-
givandet av denna tidskrift. Han var sjélvskriven som svensk redaktor
i tidskriften och som sddan representerade han bade Foreningen for
matematisk-naturvetenskaplig undervisning i Lund och Svenska mate-
matikersamfundet.

Nils Erik Frembergs personliga svarigheter formadde aldrig bryta hans
livsmod. Han gick bort med tankarna riktade mot framtiden. Saknaden
efter honom kénns tung, inte bara bland hans nirmaste, utan ocksa i
vida kretsar av vénner, kolleger och ldrjungar.



A GENERALIZATION OF THE FORMULA
OF SIMPSON FOR NON-EQUIDISTANT ORDINATES

VIGGO BRUN

The formula of Simpson, first formulated by James Gregory in
1668, is well known. The area beneath a curve from (p, y,) through
(p+a, 4,) to (p-+2a, y,) is calculated approximately by aid of the formula

a
F~ 5(?/0+4y1+?/2) ’

which is developed by replacing the given curve by a parabola with axis
in the y-direction passing through the three points.

If this parabola method is used in the case where the three ordinates
are non-equidistant, we obtain the formula

202 -+ab—b? (a+b)2 —a2+ab--2b2
Fa .
60 Yot 6ab Y1+ 6b Ya

B
!

Here a is the distance between the
ordinates y, and y, (fig. 1), and b the
distance between ¥, and y,. This formula

o d

is, however, on account of the deno- 1¢
minators, almost unworkable unless a
and b are equal. A y
In 1925 I showed [1] how the for- ! y
2

mula of Simpson can be deduced, with-

out using a parabola and without using |y
integral calculus. This method, which
should have been more familiar to b
Archimedes than to Gregory and Simp-
son, can also be adapted to the case
where the three ordinates ¥,, ¥; and y, are non-equidistant, and we shall
show that it leads to the strikingly simple formula

Fig. 1

+b —b
(1) F~ aJ—6‘ (?/0+4?/1+?/2)+a_3"(yo_yz) )
[10]
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where a and b have the same meaning as in the preceeding formula (see
fig. 1). It is remarkable that calculations by aid of this formula do not use
division by any other numbers than 6 and 3. This is particularly advan-
tageous when the ordinates y; and the intervals @ and b are integers.

We deduce the formula (1) in the following way.

Through the points 4, B and C with the coordinates (p, ¥,), (p+a, ¥1)
and (p+a-+b,y,) respectively we shall try to choose some convenient
curve as a substitute for the correct (known or unknown) curve through
the same points. We have great freedom in choosing the curve, but we
will require that the area beneath the curve is easy to calculate. Like-
wise it will be natural to require that the tangent to the curve shall change
continually in the given interval.

As a first primitive “curve” through 4, B and C we choose the broken
line AA,BC,0, where A,C, is parallel to AC (fig. 2). Our first request

A/

P , C' yC

/ L
/ /

A A

A, B, C,

Fig. 2 Fig. 3

will here be complied with, but not the second one. In order to make the
“curve’ less edged we shall remove the corners 4, and ;. A simple way
of doing this is to bisect BC; by the point £ (fig. 3) and draw the line
EC. Removing the corner 4, in the same way, we obtain the ‘“‘curve”
ADBEC. The method resembles the removing of corners from a wooden
board by aid of a joiners plane. The area of the two corner triangles
removed totals 1 of the area P of the parallelogram 44,C,C. Continuing
in accordance with the same idea we remove the new corners D and F
(fig. 4). The area removed is } of the area of the two corners previously
removed, when we use bisection in tracing the new parallels on each side
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L] T

B 0
Fig. 4 Fig. 5

of BB,. The third step is to remove four corners (fig. 5), each of them
being % of one of the corners removed in the second step. Accordingly this
third reduction will be } of the second one, just as the second one was %
of the first one.

At each step the number of corners removed will be doubled, and each
triangle will be } of the triangles removed in the previous step on the same
side of BB, (fig. 6). Hence every new reduction will be } of the former one.

In the limit we obtain two boundary curves 4B and BC (fig. 7). To-
gether with AC they enclose the area

1 1 1 2
Q=P__P——P—-—P— ...... Z_P,
‘ 4 42 43 3
B
/)
_— (4] C
Y.~ Yy,
5 2 Jo
A
a b
A, B, C,

Fig. 6 Fig. 7




GENERALIZED SIMPSON FORMULA 13

where P is the area of the parallelogram 4A4,C,C. It is obvious that
P =g(a+b),
where g can be determined by the two relations

Y2—Yo _ a+b

h = ¥y,
g+h+yo =y 7 p

Adding to @ the area of the trapezium 4,4CC, we obtain the area bound-
ed by 4,ABCCy4, (fig. 7). Some calculations will show that it is equal
to the right member of the approximation formula (1), which is accord-
ingly proved.

It is not difficult to see that our method is inspired by one of the methods
used by Archimedes in determining the area of a segment of a parabola
[2]. The two curves AB and BC (fig. 7) will be parabolas, both touching
the line 4,0, (fig. 2). We have used two parabolas, where Simpson would
have used only one.

As an example of our approximation formula (1) let us consider (fig. 8)

4

)

\ Hence
11 11
4In4~ — or In2~ — = 0.6875
2 16

4d 1+24421 11 4—-11
;9«”~—6“(—|— +)+§(‘—)——‘é‘-

while in reality In 2 is equal to 0.6931.

If the area had been calculated by the

4 trapezoid formula, using the same three

ordinates, the error should have turned
out to be ten times as large.

2 In order to study the degree of

1 approximation attained in our formula

1 2 4 (1) we express the error by aid of the
Fig. 8 remainder term in the formula of Taylor.

Hereby it seems to be most convenient
to use a and ¢ = a+-b as variables. If the error is called ¢(a, c), we have

Ja+b

b —b
{ 7@ de =77 ettty + 257 oy —9ie, )

0
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and accordingly

4

(0, ) = S (FOH4@-+70)+ 5 (F0)—f(e) — | f)da

The determination of ¢(0, 0), ¢,(0,0), ¢,(0,0) etc. is not difficult, and so
by the formula of Taylor for two variables we obtain

atb a-+b a—b
(2) g f@)de = —— (Yo+4y1+Y2) +—5 (Yo—Y2)
Jo 6 3
_atb {(4 3q?—4 - 3ac—|—302)f
f’ll

+(4 - 4a®—4 - 4ac*+6¢?)

('n—l)
+(4 - na"'—4nac™ "+ (3n— 6)6"’1)f

+[46a™ 1" D(0a) + (4n+ 4)w”f<”>(0a)—(4n+4)ac"“‘f("’(00)

+ (3n— 6)c"f ™ (0c)+ (3c—4a)6f ™ (Be)e™] (nil)! }
withec=a-+band 0 < 6 < 1.
We give some examples:
Ex. 1. flx) = a?
Formula (2) gives
S:%xzdx = a4 ey b

In this case our formula (1) will be exact only when a = b and the formula,
will then be reduced to that of Simpson.

Ex. 2. flx) = a3

Formula (2) gives

a+b

b a—b
S 23dr = C%_— (?/0+4y1+?/2)‘|‘"§‘ (Yo—Y>)
)

—g1i2b (a—b)(3a2—4ab—3b?) .
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In this case our formula (1) will be exact, in the following three cases:
a=25b,
a=3)/13+2)b=1.87...b,
a=3()/13—2)b = 0.54 ... b.

For a = b the formula then will be reduced to that of Simpson.

Ex. 3. flx) = a*
Formula (2) gives

a+b a+b a—b
S xidx = e (?/0+4?/1+y2)+T (Yo—Y-2)
0

a-+b
~ 30 (20a*—20ac3+9c?) .

In this case our formula (1) will be exact for
a=113...bora=257...0,

and for no other ratio between a and b. For a = b we get

5

20 a 4:0/
So wide = 3 (3/0+4?/1+y2)_'1*5,
which agrees with the formula of Simpson with remainder term.

From these examples we see that the error may be less by our formula
(1) than by the formula of Simpson. But this advantage seems to be only
small. Ordinarily it seems to be most convenient to use equidistant ordi-
nates in case it is possible. But if the ordinates are nearly (but not exact-
ly) equidistant the formula (1) would seem to be useful. Likewise, if in
a series of observations one observation is missing it might be profitable
to use formula (1) instead of calculating one of the areas as a trapezium.

REFERENCES:

[1] Viceo BrUN: Simpsons formel, utledet uten anvendelse av parabelen, og uten integral-
regning. Norsk Matem. Tidsskr. 1925.
[2] Les oeuvres complétes d’ Archiméde. P. ver Eecke, 1921, p. 396—404.



EN DIDAKTISK BEMARKNING OM
INDFORELSEN AF DE KOMPLEKSE TAL

SVEND BUNDGAARD

1. Oprindelsen til leeren om de komplekse tal er jo at finde i det 17.
og 18. arhundredes algebra, forst og fremmest i spgrgsmél vedrerende
roduddragning, specielt kvadratrodsuddragning af negative tal, d. v.s.
lgsning af ligninger af formen

2 p2 = 0.

Allerede hos Euler spiller imaginsere tal en betydelig rolle, men forst med
Cauchy, Gauss og efterfolgere har de komplekse tal faet deres nuvzarende
plads i matematikken.

2. Det n®vnte udgangspunkt preeger seerligt gennemgribende de lidt
%ldre fremstillinger til undervisningsbrug, i hvilke man hyppigt ser de
komplekse tal indfert som meengden af symboler

atV—p2,

hvor « og B er reelle tal, med hvilke man da s at sige uden videre opere-
rer efter de ssedvanlige regneregler for de reelle tal. Relationen

V=g =gy —1
forer umiddelbart til fremstillingen
a+1f ,

hvor 1 = ]/— 1, saledes at de komplekse tal kan siges at fremkomme ved,
at man supplerer de reelle tal med det nye »tal« ¢ samt med alt, hvad
der ved benyttelse af de elementsre regneoperationer kan dannes af
reelle tal og 4. Idet ¢-¢ = 42 = —1, bliver summen og produktet af to
komplekse tal «+18 og ' 448" henholdsvis

(x4-if)+ (o' +if") = (a+o')+i(B+F)
(x4-ip) (&' +if") = (v’ —Bp’)+i(oef"+ ") -

og

[16]
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3. I nyere fremstillinger, saledes bl. a. i alle danske gymnasieleerebg-
ger, som nu er i brug, gir man andre veje.

Et flertal folger i det veesentlige W. R. Hamilton og indfgrer de kom-
plekse tal som mengden 2 af par («, ) af reelle tal « og f, idet addition
og multiplikation defineres ved fastsettelserne

1) (o B)+ (', B') = (x+o', f+B")
(@) (o, B) * (&', B') = (' —Bp', o’ +Po) -

Det eftervises, at alle de elementere, for det reelle talomrade gzldende
regneregler ogsa gewlder for det nye »tal¢-omride Q. For eller senere pé-
peges, at mangden af par af formen (x, 0) kan betragtes som et eksem-
plar af de reelle tals omrade, og idet man »identificerer« (x, 0) med det
reelle tal «, fremtreeder 2 som en udvidelse af de reelle tals omrade. Det
eftervises, at hvis parret (0, 1) betegnes med 3, er 1241 = 0, og

(x, ) = a+-ifi .

Endelig omtales den geometriske fremstilling af de komplekse tal, ved
hvilken & +if i et retvinklet koordinatsystem i planen afseettes som punk-
tet (x, B), eller, om man vil, som vektoren fra origo til dette punkt. I
tilslutning hertil omtales, at summen (1) er den sedvanlige vektorsum,
og man gennemgar den velkendte fremstilling ved modulus og argument,
som jo beror pa benyttelsen af polere koordinater; det polere koordi-
natsystem har z-aksen som polarakse, og dets omlgbsretning er den, hvor
vinklen fra z-aksen til y-aksen er {m.

Ogsa den historisk forste, af C. Wessel angivne fremgangsméade har
veeret udmentet til skolebrug. Man gar da i det vaesentlige frem i den
modsatte rekkefglge af den lige omtalte, idet de komplekse tal indferes
geometrisk, nemlig som mengden af punkter i planen, eller, om man vil,
som mangden af vektorer udgiende fra et fast punkt O. Summen af to
vektorer fastswettes til at vere den sedvanlige vektorsum. Modul og ar-
gument af produktet fastsmttes til at vaere henholdsvis produktet af
modulerne og summen af argumenterne, idet et polert koordinatsystem
med O som pol benyttes. Senere kommer man si gennem indfgrelsen af
retvinklede koordinater til fremstillingen pa formen x-if.

4. At den i 2 omtalte sldre fremstillingsmade, hvor de komplekse tal
indfgres som meengden af symboler x-+if, nu ikke leengere anvendes i
undervisningen, er let forstaeligt. S& nerliggende og enkelt det end kan

synes uden videre at indfgre symbolerne Y —p2 =ip (hvor 32 = —1),

Nordisk Matematisk Tidskrift. — 2



18 SVEND BUNDGAARD

som man jo i denne forbindelse forst og fremmest savner, nir man kun
rader over de reelle tal, ma man indremme, at fremgangsméaden rummer
betydelige vanskeligheder.

Helt utilfredsstillende er det naturligvis straks at opfatte x4 som en
sum af to storrelser; thi ganske vist er « et reelt tal, men if er jo en pa
forhand ukendt ting. Som et produkt kan if ikke umiddelbart opfattes;
thi nok er f et reelt tal, men hvad er 4, nar det kommer til stykket?

Fremgangsmaden lader sig imidlertid opfatte som fuldt korrekt, nem-
lig nar man fastholder, at symbolet x-if skal betegne en helhed, eller,
om man vil, skal opfattes som et nyt objekt, og at summen og produktet
(som neden for angives ved benyttelse af tegnene @ og ©) inden for maeng-
den af de nye objekter defineres ved

®3) (x+1B) @ (&' +18') = (x+a)+i (B+5")
(4) (x+ip) O (&' +ip") = (s’ —PB") 40 (xf'+o’)
hvorved baggrunden for (4) er »udregningen
(%) (x+-ip) (o' +iB") = oo’ +oif’ +ifo’ +ififf’
= ao'+128p 40 (xf'+pa’)
i forbindelse med 72 = —1, idet man naturligvis da m4 teenke sig regnin-

gen udfert s4 at sige i kulisserne. Men man mé indrgmme, at ved en kon-
sekvent gennemforelse adskiller metoden sig ikke vasentligt fra den i 3
omtalte indforelse baseret pa anvendelsen af talpar. Tillige ma man ind-
remme, at det stiller store krav til en gennemsnitselev at holde rede pé
den forskelligartede brug af de anvendte tegn. Siledes er det antagelig en
vanskelighed, at i hgjre side af definitionsligningen (3) angiver tegnet +
i udtrykkene (x--o’) og (8-+f'), at man skal danne summen af reelle
tal, medens det midterste + kun indgar som en bestanddel af betegnelsen
for et af de nye objekter.

I zldre tid synes man ikke ved undervisningen at have trukket linierne
skarpt op (man har heller ikke anvendt den teknik at bruge serlige be-
tegnelser som @ og (). Saledes er det forstaeligt, at de komplekse tal
ofte for eleverne — og undertiden méske ogsa for leereren — kom til at
st4 som noget subtilt, omgivet af et vist skeer af mystik.

5. Mystik kan mindst af alt siges at praege de i 3 omtalte fremstillings-
mader. Serlig enkel er i logisk henseende indferelsen af de komplekse tal
ved hjelp af talpar, hvor det nye talomrade jo opbygges ved en simpel
konstruktion ud fra omradet af de reelle tal, ganske som — eller rettere:
endnu enklere end — omradet af de hele tal ud fra omradet af de natur-




DIDAKTISK BEMZRKNING OM DE KOMPLEKSE TAL 19

lige tal 1, 2, 3, ..., omradet af de rationale tal ud fra omradet af de hele
tal og omradet af de reelle tal ud fra omradet af de rationale tal. Og jeg
tror, at erfaringen fra undervisningen i bl. a. danske skoler er den, at
indferelsen af de komplekse tal nu af flertallet af elever opfattes som en
let forstaelig og interessant del af deres matematiske uddannelse.

Men alligevel synes jeg, at fremgangsmaden kan kritiseres ud fra et
didaktisk synspunkt. Definitionerne (1) og iser (2) fremsettes i reglen
uden fyldestgerende motivering — forud henvises oftest blot til det gn-
skelige i at udvide omradet af de reelle tal siledes, at ligninger som
xt4-5x242 = 0, 224226 = O eller 2241 = 0 far lgsninger — og ele-
verne mé siledes tage lererens ord om, at definitionerne forer til et for-
nuftigt resultat, for gode varer, indtil de selv senere kan overbevise sig
om, at det er tilfzldet. Saledes, omend det kun er midlertidigt, at bygge
pa lererautoritet bgr man efter min opfattelse undgé, safremt det pa
forholdsvis simpel méde er muligt. Her lader dette sig netop gere, hvilket
jeg haber mé fremgé af det folgende.

Det, jeg gerne vil henlede opmerksomheden pa, er, at man ved denne
lejlighed ligesom ved s& mange andre med saglig og peedagogisk fordel
kan lade sig lede af en forudgéende analyse af den foreliggende opgave
efter det kendte skema: Man teenker sig opgaven lgst, betragter en los-
ning — uden pa forhédnd at bekymre sig om eksistensen — og seger karak-
teristiske egenskaber ved den.

6. Forst ma det naturligvis bringes helt pa det rene, hvad opgaven
gar ud pa.

Under hensyntagen til de komplekse tals historiske oprindelse stiller vi
os pa et rent algebraisk standpunkt. Videre tager vi kun den ene ligning

(6) 2241 =0

i betragtning ; andre ligninger, der ligesom denne savner lgsninger inden
for det reelle talomriade, inddrages altsi ikke i overvejelserne. Lost ud-
trykt skal opgaven da veere den, at udvide de reelle tals omride til et
talomrade, inden for hvilket man regner elementeert, d. v.s. adderer,
subtraherer, multiplicerer og dividerer, pd en sadan made, at alle de fra
det reelle omrade velkendte regler kommer til at gelde, og inden for hvil-
ket ligningen (6) kan lgses. Hertil fgjes yderligere den betingelse, at om-
radet ikke skal tages mere omfattende end ngdvendigt for, at (6) kan f&
en lgsning.

Imidlertid bgr opgaven naturligvis preeciseres ngjere. I 7 vil vi gere
rede for, hvad man skal forstd ved en udvidelse af de reelle tals omrade
til et talomrade, inden for hvilket man regner pa en sidan made, at de

2%
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velkendte regler geelder; vi indfgrer i denne forbindelse betegnelsen R-om-
rade (lees »regneomrideq). I 8 fglger derpa den endelige pracisering af op-
gaven, hvormed der er fri bane for i det fglgende nummer at foretage
den omtalte analyse.

7. Lad Q betegne en meangde af »elementer«, som omfatter de reelle
tal, og inden for hvilken der foreligger en addition og en multiplikation;
til to vilkarligt givne elementer a og b i 2 findes altsa stedse i £2 et be-
stemt element, der betegnes a-+b, og et bestemt element, der betegnes
a - b (eller ab). Summen a-+b skal, nar a og b specielt er reelle tal, veere
den sedvanlige inden for det reelle omrade benyttede; analogt hvad an-
gar produktet.

Vi vil kalde Q et R-omrade, safremt de fglgende regler, hvor a, b og ¢
betegner vilkérlige elementer inden for 2, gelder:

1) a+b=0b+a.

2) a+(b+c) = (a+b)+c.

3) 0+a=a. _

4) Til ethvert element a fra 2 findes netop eet element a* i 2, saledes
at ata* = 0.

5) ab = ba .

6) a(bc) = (ab)c .

7 1-a=a.

8) Til ethvert element a =+ 0 fra 2 findes netop eet element *a i Q,
siledesat a - *a = 1.

9) a(b+c) = ab+ac .

Inden for et R-omrade gelder alle de regler, der gwlder for elementer
regning inden for de reelle tals omrade. Dette er velkendt. Her skal blot
i korthed fremhaves nogle fa ting, som serlig kommer til anvendelse.

Betegnes det i 4) omtalte element a* med —a, er dbenbart ligningerne
a+b = 0,a = —bogb = —a ensbetydende. Betegnes elementet a -+ (—b)
med a—b, er ligningerne @ = b, a—b = 0 og b—a = 0 ensbetydende.
Videre er stedse b = b+0 = b-+((—c¢)+c¢) = (b+(—¢))+c = (b—c)+c.

Af ligningen b = (b—c¢)+c¢ fas ved multiplikation med a reglen
(b—c)a = ba—ca . Tager man her b = ¢, finder man reglen 0-a = 0, og
tager man b = 0, finder man reglen (—c)a = —ca .

— Det er et sporgsmal, om en si udferlig preecisering almindeligvis vil
vare frugtbar ved undervisning i skolen. Ngdvendig er den nappe, idet
det skulle vare nok, efterhanden som betragtningerne (i 9) skrider frem,
at pege pa de regler, der impliceres. P4 den anden side har man her en
konkret anledning til p4 stringent made at dyrke lidt abstrakt algebra
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pé et stadium — slutningen af gymnasietiden —, hvor eleverne dog har
opnéet en vis modenhed og treening i ngje at fastholde forudseetninger
og definitioner, for dygtige elevers vedkommende antagelig i tilstreekkeligt
omfang til, at de med godt udbytte kan veere med til de detailovervejelser,
som her og ved de fglgende betragtninger er ngdvendige for en helt til-
bundsgéende gennemforelse.

8. I ngjagtig formulering lyder nu den opgave, der er pa tale, siledes:
Man skal udvide de reelle tals omrade til et R-omrade 2 med folgende
egenskaber:

I. Der findes i Q et element ¢, saledes at 121 = 0.

II. Hvis et R-omrade £2’, som er indeholdt i 2, selv indeholder elemen-
tet ¢, er £’ identisk med hele 2. — Det er herved underforstaet,
at summen af to elementer i Q' stedse er den man far, nir man dan-
ner summen efter den i 2 foreliggende addition; tilsvarende, hvad
angar produktet.

Det kan anferes, men skal ikke benyttes i det folgende, at hvis lig-
ningen 2241 = 0 inden for et B-omrade har en lgsning ¢, har den netop
to lgsninger inden for dette, nemlig ¢ og —¢. Ingen af disse indtager en
serstilling frem for den anden, hvilket harmonerer med II; et R-omrade
Q' inden for 2, som indeholder den ene af de to lgsninger, indeholder
ogsa den anden. Ved formuleringen af IT kan ordene »indeholder i« si-
ledes erstattes med ordene »indeholder en lgsning til ligningen 221 = 0,
uden at indholdet sendres.

Kravet II udtrykker abenbart, at 2 ikke ma veere en mere omfattende
udvidelse end nodvendigt for, at ligningen 221 = 0 skal f4 en lgsning.

9. Idet det er hensigten nu at gennemfgre den tidligere omtalte ana-
lyse, antages, at 2 er et R-omride med egenskaberne I og II; hvorvidt
et sidant virkelig eksisterer, skal ikke i denne forbindelse bekymre os.
De i £ indeholdte reelle tal skal betegnes med graeske bogstaver eller tal-
tegn, medens elementer fra Q, der ikke vides at veere reelle tal, skal be-
tegnes med latinske bogstaver.

Inden for 2 betragter vi nu delmangden 2’ bestiende af alle elementer

a+if,
hvor « og f er reelle tal og 7 er en lgsning til ligningen 221 = 0, saledes
at 12 = —1. Herved er I blevet anvendt.

Q' omfatter alle reelle tal, idet disse jo fremkommer, nir f = 0 og «
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gennemlgber de reelle tal. Endvidere indeholder £ elementet ¢, der jo )
fremkommer for « = 0 og § = 1.

Et element a«-i8 er 0, nir « = f = 0. Men ogsd kun i dette til-
feelde. Er nemlig ligningen x4 = 0 opfyldt, kan § ikke vere forskellig
fra 0; thi i s& fald méatte ¢ veere reel. Og er § = 0, viser ligningen, at ogsa
o mé vare 0. Det forholder sig altsd séledes, at «—+if == 0, nar og kun nar )
«%-4-B2 er positiv. — Af det lige omtalte sluttes, at en ligning «x+iff =
«'+1p’, der jo kan skrives (x—a')+¢(f—p') = 0, er opfyldt, ndr og kun
nar o = o' og f = '. Elementet x4 og talparret («, §) bestemmer altsd
hinanden entydigt.

Er nu z = a+1i8 og 2’ = &'+’ to vilkarlige elementer fra 2’, finder man

242 = (a+a')+i(B+F)

og med benyttelse af relationen 12 = —1
22 = oo’ Foif +ifo’ 4 ipip’
= (aa’— ") +i(xf'+ ") -

Heraf fremgéir, at summen og produktet af to elementer fra Q' tilhgrer
Q. (Ved en helt tilbundsgiende gennemforelse ber man ved de fore-
gaende og efterfalgende udregninger i enkeltheder gore sig klart, pa hvil-
ken made det benyttes, at 2 er et R-omrade.)

Videre er det klart, at inden for Q" gzlder reglerne 1), 2), 3), 5) 6), 7)
og 9), simpelthen fordi disse regler gzelder inden for hele 2. Ogsa reglen
4) geelder; thi ligningen

(x+if)+ (E+in) = 0
kan jo skrives

(x+&)+i(f+n) = 0

og er altsd, som ovenfor bemzrket, opfyldt, nar og kun nir & = —«,
n = —pB. Endelig gelder reglen 8) inden for £’. Thi ligningen
(7) (x+iB)(E+in) =1

kan jo skrives

(x&—pn)+i(on+pE) = 1 {
og er altsi ensbetydende med de to reelle ligninger

af—pn =1

BE+oan=0.

Er nu a+if = 0, altsd 252 > 0, er disse to ligninger samtidig opfyldt,
nar
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o —p
== 5 77 —
“2_|_ ‘32 0‘2_1_ /32

og kun i dette tilfeelde. Heraf fremgar, at ligningen (7) har netop een lgs-
ning, nemlig

&

o . —B
4+ .
062 _l_ ﬁ2 062 + /32
Det er nu godtgjort, at Q' er et R-omrade. Da Q' som allerede nevnt
omfatter alle de reelle tal og elementet ¢, er ' = 2, da IT antages at veere
opfyldt.
Hermed er analysen gennemfert. Den har afsloret, at et R-omrade Q2
med de gnskede egenskaber I og IT ma bestéd netop af elementerne
x+if,
hvor « og f§ er reelle, og 12 = —1, og at man inden for omradet regner
pa folgende made,
(8) (x+if)+ (o' +1") = (x+a')+i(f+F")

(9) (x+if)(o' +1') = (x' =) +i(op’+po) .

10. Specielt fremgar af analysen, at opgaven i det veesentlige hgjst
har een lgsning. Thi lad bade £, og 2, vere lgsning pa opgaven, d. v. s.
R-omrader, der begge har egenskaberne I og II. Er da 4, et element i
Q,, for hvilket i*-+1 = 0, og 7, et element i 2,, for hvilket i+1 = 0, og
benyttes inden for henholdsvis 2, og £, fremstillingerne

o+, og xti,p,

regner man jo ifglge (8) og (9) inden for 2, helt p4 samme méade som inden
for Q,; erstatter man i en udregning vedrgrende elementer i 2, overalt
i, med ,, fAr man en rigtig udregning vedrgrende £2,, og omvendt.

Nar man da, f. eks. ved de i 3 omtalte metoder, har vist eksistensen
af en lgsning, kan man med rette tale om de komplekse tals omridde som
en veldefineret begrebsdannelse, idet man herved forstar den entydigt
bestemte lgsning pé den stillede opgave.

11. At analysen kan udnyttes i konstruktivt gjemed, er Abenbart. Det
blev jo i 9 papeget, at elementet x+if er fuldsteendigt bestemt ved tal-
parret («, ), og dette kan altsd benyttes som betegnelse for a--if. Alle
talpar («, 8), hvor « og B er reelle tal, forekommer gjensynligt p4 denne
made som betegnelse for elementer i £2. Med anvendelse af denne beteg-
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nelsesméde kan (8) og (9) skrives
(10) (% B)+ (', B') = (a+o, B+B")
(11) (o, B)(os f') = (aex’—Bp’, xf’+Ba’)

Heraf fremgar, at hvis den stillede opgave overhovedet har en lgsning,
m4 den fremkomme, nar vi tager maengden af alle par («, 8) af reelle tal
« og B og definerer sum og produkt ved (10) og (11).

Hermed er da opniet en — man kan vel sige fuldsteendig — motive-
ring for den i 3 omtalte indfgrelse af de komplekse tal ved hjelp af tal-
par. — Man mé vere opmerksom pé, at de under analysen foretagne
reesonnementer, der jo byggede pa antagelsen af eksistensen af et R-om-
rade 2 med egenskaberne I og II, pa ingen made fritager for gennem-
forelsen af de i 3 i korthed omtalte betragtninger.

12. Afsluttende vil jeg atter gerne fremhzve, at det forfaegtede klassi-
ske analyse-konstruktion synspunkt nappe kan forekomme elever frem-
medartet. Det er jo netop det, der anvendes ved lgsning af enhver geome-
trisk konstruktionsopgave; blot er den genstand, som i vort tilfeelde on-
skes tilvejebragt, ikke en geometrisk figur, men et talomrade, der skal
have visse pa forhand angivne egenskaber.

Maske vil nogle elever finde det berigende at se en metode, de fra geo-
metrien er overordentlig fortrolige med, i fuld anvendelse inden for et
helt andet omrade.



EN SATS AV FARY MED ELEMENTARA
TILLAMPNINGAR

OTTO FROSTMAN

Den vinkel v som tva rita linjer i ett plan bilda med varandra, &r i
allménhet icke invariant gentemot ortogonal projektion. Projicieras lin-

>

jerna i ett annat plan med en normalriktning n, blir vinkeln mellan lin-
>

jernas projektioner en viss, i allménhet icke konstant funktion ¢(n) av

>

n. For endast nagra ar sedan har emellertid Istvan Fary [1] visat, att

medelvirdet av ¢ for alla mojliga Z ir lika med den ursprungliga vin-
keln v. Hur medelviirdet skall beriknas kommer att férklaras nedan.
Fary bevisar sin sats utan rikning genom att pa ett synnerligen elegant
sitt utnyttja den vilkdnda och for 6vrigt litt bevisbara satsen av Cau-
chy, att en kontinuerlig funktion f(z) som uppfyller funktionalrelationen
fl@y+2,) = f(2)+f(®,), dr av formen f(x) = kx, dér k &r en konstant.
Redan av detta skil fértjinar satsen att uppméirksammas i en elementir
tidskrift; hértill kommer emellertid att den tillater en hel rad intressanta
tillimpningar pa elementir rymdgeometri. I sjilva verket torde den kinda
satsen om vinkelsumman i ett konvext horn littast erhallas p4 denna vig.

Lat AOB vara en triangel och beteckna vinkeln vid O med ». Dé ér
0 < v < &, dir grinserna motsvara de fall da triangeln 6vergar i en rit
linje. Lat vidare O vara medelpunkten till en sfir med radien 1 och proji-
ciera triangeln AOB ortogonalt i ett godtyckligt tangentplan till sfiren.
Man erhéller en triangel A’O'B’, i vilken vinkeln vid O’ betecknas med
@. Tangentplanet édr fullstindigt bestdmt av tangeringspunkten § (= 0’
i detta fall), och alltsa &r dven vinkeln ¢ en viss funktion ¢(S) av S, som
ar vil definierad och kontinuerlig utom fér det fall att tangentplanet ar
vinkelritt mot OA eller OB. Vidare dr 0 =< ¢ < n. Fary’s sats séger da,
att medelvirdet av p(S) dver sfirens yta dr v, d. v. s.

1

V= —
47

Jos)as,

[25]
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dar dS dr det sfiriska ytelementet och integrationen wutstrickes éver hela
sfaren.

For bevisets skull observera vi forst, att vinkeln ¢ &r oberoende av en
parallellf6rflyttning av triangeln AOB och likaledes oberoende av ling-

derna av triangelsidorna OA och OB. Detta innebir, att ¢ = ¢(S, ;,Z)
endast beror pad S och pa enhetsvektorerna Z, och Z lings OA och OB.
Medelvirdet av ¢(S, Z, Z) over sfirens yta dr da en funktion f(;, Z) av
dessa vektorer. Men pa grund av sfirens allsidiga symmetri dr f(;,Z)
oberoende av en godtycklig rotation av triangeln AOB, s& att f(;, Z) i

- > >
sjdlva verket endast beror pa vinkeln » mellan vektorerna a och b. Vi
kunna féljaktligen sitta

1 > >
s, a,5)as = s

Funktionen f(v) &r uppenbarligen kontinuerlig och 0 < f(v) < n. Om
> >
v delas i tva delar v, och v, genom en vektor ¢ ¢ samma plan som a och

> > > > >

b, s& motsvaras dessa delar av tva vinklar ¢(S, a, ¢) och ¢(8S, ¢, b), och
eftersom tva vinklar i samma plan kunna direkt adderas och integratio-
nen dr distributiv, giller sambandet

1 > >
fo4-v,) = 4—S¢(S, a, b)dS =
JT

1 > > > >
= s, a, 049050, b1as =

T

1 > > 1 > >
— qup(s, a, o) dS—}—EScp(S, ¢, b)ds —

= f(v))+f(v,) .
Funktionen f(v) uppfyller alltsa relationen f(v,4v,) = f(v;)+f(v,); enligt
den férut nimnda satsen av Cauchy ir da
f0) = ko,

dir k dr en viss konstant. Denna kan litt bestimmas, om man observerar
att projektionen av en rit linje i ett godtyckligt plan &r en rit linje;
sittes alltsd v = 7, blir ¢(S) konstant = a, vilket ger

1
f(n)zkn:ESndS=n.

Alltsé dr k = 1 och f(v) = v, v. s. b.
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Den bevisade satsen kan litt ges en nigot generellare tolkning, bety-
delsefull for anvéindningarna. Betrakta olika fran en punkt O utgiende
vektorer, vilka icke behéva ligga i samma plan, och beteckna vinklarna
mellan dessa med v, v,, ... Projicieras figuren ortogonalt i ett plan,
motsvaras varje v; av en vinkel ¢;, varvid 0 < v, <@ och 0 < ¢; < 7.
Pa grund av integrationens distributivitet giller d&

2 =2

Man kan dirfér pa vanligt sitt addera vinklarna g; i projektionen; sum-
mans medelvirde dr da lika med summan av de verkliga vinklarna v,
dven om dessa skulle ligga i helt olika plan.

1

4

1
{os)as = —{ (Zps)as .

Som férsta tillimpning bevisa vi triangelolikheten for tresidiga horn:
I varje tresidigt horn dr summan av tvad sidovinklar storre dn den tredje.
Hornet avskéres medelst ett plan, som ej gar genom spetsen O, varvid
skdrningsfiguren blir en triangel ABC. Hornets sidovinklar dro AOB =
vy, BOC = v, och COA = v,. Vid ortogonal projektion i ett godtyckligt
plan 6vergar triangeln ABC i en triangel A’B’C’ och O i en punkt O’.
Vinklarna v;, v, och v; motsvaras av vinklarna ¢,, g, och @, i projektions-

c’ B'
BI

, N

\ ./
&y |
o' C

Fig. 1 Fig. 2

planet. Tva fall kunna nu intriffa (fig. 1 och 2). Ligger O’ utanfér trian-
geln A’B’'C’ (eller som grinsfall p4 nagon av triangelsidorna), dr alltid
nagon vinkel ¢ lika med summan av de bada andra; t. ex. ¢;+@, = @;.
Ligger déremot O’ innanfor triangeln 4'B'C’, 4r ¢,+@,+@; = 2. Men
@y < 7, séledes @4, > 7 > @;. Alltsa giller alltid ¢;+¢, = @5, varav
foljer 1 1
VY, = 4_S (p1+92)dS = —S‘Pads = V3.
T 4
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Nu ér emellertid g, ¢, icke konstant = @;; exempelvis ha vi ovan visat,
att olikhetstecknet giller, om O’ ligger inuti triangeln 4'B’C", och denna
projektionsfigur erhélles sikert, om normalen fran O mot projektions-
planet (eller normalens férléingning) gar genom en inre punkt av triangeln
ABC. Den del av enhetssfiren som motsvarar en sidan normalriktning,
har ett positivt ytinnehall, vilket medfor att likhetstecknet ej kan gélla.
Alltsd 4r v;-+vy > v5, V. 8. b,

Som nista tillimpning vilja vi den vilbekanta satsen om vinkelsum-
man i ett konvext horn, vilken ofta hirledes med hjilp av den nyss be-
visade triangelolikheten.

I varje konvewt hérn dr summan av sidovinklarna < 2.

Man inser litt att hornet kan avskiras medelst ett plan, som skir
samtliga fran spetsen O utgdende kantlinjer. Skérningsfiguren &r en kon-
vex polygon ABC ... FG. Vid ortogonal projektion i ett godtyckligt
plan Gvergar denna i en annan konvex polygon A'B'C' ... F'G', och
bilden O’ av O faller antingen innanfor eller utanfor sistndmnda polygon
(fig. 3 och 4; grinsfallen bortse vi fran). I forsta fallet dr summan av
sidovinklarnas projektioner = 2. I andra fallet utgd fran O’ tva stod-
linjer till polygonen A'B'C’ ... F'G’, vilka pa grund av konvexiteten

Fig. 3 Fig. 4

bilda en vinkel @ < # med varandra. D& nu varje del av denna vinkel
overtickes tva ganger av sidovinklarnas projektioner, dr dessas summa
= 20 < 27. Medelvirdet, vilket enligt Fary’s sats ér lika med de verk-
liga sidovinklarnas summa, dr alltsi < 27. P4 liknande sétt som vid be-
viset av triangelolikheten ovan visar man, att likhetstecknet &r uteslu-
tet.

Aven fér summan av kantvinklarna vid ett hérn kunna vissa olikheter
uppstéllas:
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Vid ett n-sidigt konvext hérn dr summan av kantvinklarna > (n—2)x
och < (n—2)n-summan av sidovinklarna.

Forsta delen av pastaendet dr vilbekant och kan létt erhallas ur satsen
om sidovinklarna, tillimpad p& polarhérnet. Vi betrakta for enkelhets
skull forst ett tresidigt horn med kantvinklarna u,, u, och u;. Norma-
lerna till sidoytorna genom spetsen bilda d4 kantlinjer i ett nytt tresidigt
horn, vars sidovinklar #ro supplementéra till u;, u, och ug. Alltsd ar

(T—uy) + (m—up) -+ (m—u3) < 27,
varav fas
U+ U+ Uz > 7w .

Ett n-sidigt konvext hérn kan emellertid uppdelas i » stycken tresidiga
hérn genom 7 plan, bestdmda av kantlinjerna och en fix linje utgdende
fran spetsen mot det inre av hornet. Om kantvinklarna #ro u,; (1 =
1,2, ...,n), fas di omedelbart ur specialfallet

Su;+2n > nw,
d.v.s.
Su; > (n—2)m .

Olikheten innebdr som synes, ait summan av kantvinklarna dr storre dn
vinkelswumman 1 en n-sidig, konvex polygon.

For att bevisa satsens andra olikhet gora vi foljande konstruktion.
Pa varje kantlinje viljes en punkt, enklast sa att avstanden till spetsen
bli lika stora. I varje sidan punkt dragas normalerna mot kanten i de
bada plan som skira varandra lings ifragavarande kant. Vinkeln mellan
dessa normaler ér ju enligt definition kantvinkeln. A andra sidan rikas
tva normaler i samma sidoyta pa bisektrisen till motsvarande sidovinkel
i hornet, och den vinkel de bilda med varandra, dr supplementér till
sidovinkeln. Vi f p4 s4 sitt en sluten polygonal linje med 2n sidor, vilka
icke ligga i samma plan. Varannan vinkel &r en kantvinkel u;, och var-
annan vinkel &r supplementér till en sidovinkel v; (43,5 =1, 2, ..., n).
Alla dessa vinklar dro < z.

Projicieras denna polygonala linje ortogonalt i ett plan, erhdlles en
plan polygon med 2n sidor. Vi beteckna de vinklar som motsvara u; och

(m—w,) med respektive g; och y;. De &ro alla = . Alltsé ir

zlvgvi—!_%w"/)j é (2%——2)7‘5 ’

dar likhetstecknet giller, om och endast om polygonen ér konvex. Medel-
virdesbildningen enligt Fary’s sats ger da omedelbart
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n n
Dlu+ 2 (n—v) = (2n—2)m ,
varav fas 1 1
n

n
Duy < (n—2)a+ v
1 1
Likhetstecknet kan icke gilla, di den plana polygonen sikert icke for
alla, projektioner blir konvex. Detta skulle némligen endast kunna in-
triiffa, om de dragna normalerna till hornets kantlinjer sjalva bildade en
plan polygon, vilket icke &r mojligt. (Om emellertid hornet urartar till
ett prisma, dro samtliga v; = 0, och likhetstecknet giller sjalvklart).
Vi bevisa slutligen nagra satser gillande for godtyckliga tetraedrar.
Lat ABCD vara en tetraeder och O en inre punkt, vilken forbindes med
tetraederns horn. Sammanbindningslinjerna OA, OB, OC och OD bilda

med varandra vinklarna w, (3 =1, 2, ..., 6) och med tetraederns kanter
vinklarna v; (j = 1,2, ..., 12). Da dr
Su+ 2= 67 ;

< Ju; < 4w
2H<Zvj<37t.

Den forsta relationen #r sjilvklar, da X u,+2v; ar sammanlagda
vinkelsumman i sex trianglar A0B, BOC, ete. P4 grund av denna relation
siro de bada aterstaende dubbla olikheterna komplementira, s& att vi
kunna ndja oss med att bevisa t. ex.

Su;>3n och Xv;>2m.

Projicieras tetraedern ortogonalt i ett plan, erhalles en fyrhorning
A'B'C'D’, vars sidor och diogonaler utgora projektionerna av tetraederns
kantlinjer. Fyrhorningen &r icke nédvandigtvis konvex, men i varje fall

Bl BI

A’ 4" , &
N B N

-

DI DI
Fig. 5 Fig. 6




SATS AV.FARY MED TILLAMPNINGAR 31

ér bilden O’ av O en inre punkt i dess konvexa hélje (fig. 5 och 6). Vink-
larna u; projicieras i de vinklar ¢;, varunder fyrhérningens sidor och dia-
gonaler synas fran O'. Eftersom O’ &r en inre punkt, uppta dessa syn-
vinklar f6rst ett helt varv och dérutéver ytterligare vinklar vars summa
dr > 2n—gy, dir @, dr nigon av vinklarna ¢;, bestimd av liget av O’ i
figuren. Da ¢, < =, dr alltss

;> 2n4(2n—qy) > 37 .

Vinklarna v; projicieras i de vinklar ;> som bildas vid hérnen A4’, B’,
O’ och D' mellan sidor respektive diagonaler och syftlinjerna till O’. Sum-
man av vinklarna y; ir uppenbarligen stérre &n vinkelsumman i fyrhor-
ningen, d. v. s.

2> 2m.

D& nu enligt Fary’s sats medelvirdena av 3 ¢; och 2 y; for alla moj-
liga projektionsriktningar aterge oss 3 u; och 3 v; gilla for dessa senare
vinkelsummor samma olikheter som for de férra, v. s. b.

Summan av kantvinklarna i en tetraeder dr > 27 men < 3.

Kantvinklarna kunna erhallas p4 féljande sitt. I varje tetraeder kan
en sfir som tangerar begréinsningsytorna, inskrivas. Fran sfirens medel-
punkt O féllas normalerna 04, OB, OC och OD mot tangentplanen. Den
vinkel som tvé normaler bilda med varandra, ir supplementir till en
kantvinkel.

Fotpunkterna A, B, C och D bilda hérn i en ny tetraeder, vilken inne-
haller medelpunkten O i sitt inre. Om némligen O lige utanfér tetraedern
ABCD, s& skulle atminstone ett av tetraederns plan skilja O fran mot-
stdende hornpunkt. Exempelvis skulle O och D ligga pa olika sidor om
planet ABC. Samtliga tangeringspunkter 4, B, C och D for den i den
ursprungliga tetraedern inskrivna sfiren skulle da ligga pa ena sidan av
ett med ABC parallellt diametralplan. Detta &r emellertid orimligt, ty
det skulle innebéra att sfiren icke vore inskriven utan i stillet vidskri-
ven. Alltsa ligger O i det inre av tetraedern 4 BCD.

Man kan nu tillimpa de i féregiende sats bevisade olikheterna. Om
kantvinklarna betecknas med »; (¢ =1, 2, ..., 6), sa dro vinklarna mel-
lan OA, OB, etc. (m—wu;), och man erhaller

6
3w < X (n—u;) < 47,
1

3n < bn—Zu,; < 47 .
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Alltséd &ar
2n < Zu; < 3m; v.s. b.

Man kan litt konstruera exempel som visa, att grinserna icke kunna
forbattras.

REFERENS:

[1] I. FAry: Surla courbure totale d’une courbe gauche faisant un neeud. Bull. Soc. Math. de

France 77 (1949), p. 128—138, spec. p. 133.




GEOMETRIUNDERVISNINGEN
I REALSKOLAN

Under denna rubrik aterges i detta hifte anféranden, som holls under
arsmotet i Foreningen for matematisk-naturvetenskaplig undervisning i
Stockholm den 3—5 januari i ar, da den stéindigt aktuella fragan hur geo-
metrien bor undervisas i realskolan, diskuterades. Inledare var rektor
P. Rubinstein, Képenhamn, skolradet Viljo O. Laine, Helsingfors,
lektor Bjorn Rudberg, Hamar (Norge) samt rektor Sigurd Astrand,
Stockholm. I diskussionen deltog dven rektor Einar Lunell, Skelleftea
(Sverige) och undervisningsridet C. E. Sjostedt, Stockholm, varefter
rektor Rubinstein hade ordet for en slutreplik. Aven om &sikterna som
alltid i en sddan hir diskussion skilde sig, fanns det dock mycket gemen-
samt i synpunkter hos de olika lindernas representanter.

I senare hiften kommer ovanstédende rubrik att std oppen for diskus-
sionsanforanden fran NMT':s lidsare.

P. RuBINSTEINS inledningsanférande var foljande:

Nér man pé 40 minuter skal sige noget om matematikundervisningen i
den danske realskole, kan man ikke komme ind pa alle problemer desan-
géende. Man bliver nedt til at treeffe et valg, og man indser meget snart,
at man ikke engang kan komme ind pé alle veesentlige problemer. I det
folgende skal jeg forsgge at give nogle fa oversigtsmessige oplysninger om
undervisningen som baggrund for en diskussion af de problemer, som jeg
selv anser for de mest centrale.

Den skoleafdeling, der her bliver tale om, er den 4-arige eksamensmel-
lemskole og den derefter fglgende 1-arige realklasse. Eleverne treeder ind
i 1. mellemskoleklasse 11 ar gamle efter en 5-arig grundskole og forlader
normalt realklassen 5 ar efter i en alder af 16 ar. Lovgivningen om under-
visningen i denne skole er uhyre rummelig i den forstand, at den overlader
nsesten alt til de administrative bestemmelser. T lov af 24. april 1903 om
hgjere almenskoler m. m. siges om undervisningen i praktisk regning og
matematik kun, at en siddan skal finde sted. Hvilke emner denne under-
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visning skal omfatte, og hvor mange timer der kan anvendes hertil, siges
der forst noget om i kongelig anordning af 26. maj 1904 og undervisnings-
ministeriets bekendtggrelse af 1. juli samme ar. I den kongelige anord-
ning udtales om geometri:

Undervisningen heri skal omfatte folgende afsnit af plangeometrien
i elementeer fremstilling: den rette linies og planens grundegenska-
ber; rette liniestykkers lige- og uligestorhed og maling; vinkler, deres
lige- og uligestorhed samt méling; parallelle linier; trekanter (kon-
gruens, lige- og uligestorhed af sider og vinkler, skrélinier); firkanter
(trapezet, parallelogrammer); cirklen (stilling til en ret linie, to cirk-
lers indbyrdes stilling, vinklers afheengighed af cirkelbuer); arealer af
polygoner (cirklens lengde og areal skal vaere bekendt, men kraves
ikke udledt matematisk); setningen om sidernes proportionalitet i
ensvinklede trekanter (beviset fores kun for det tilfzelde, hvor siderne
er kommensurable) med nogle af de sedvanlige anvendelser til be-
regning af liniestykkers leengde, derunder saetninger om den retvink-
lede trekant. . . .

I den ministerielle bekendtgerelse anser man det for rigtigt til under-
visningen i geometri at anvende ialt 6 ugentlige timer, fordelt pa 2., 3.
og 4. mellemskoleklasse. I realklassen er geometri et valgfrit fag, der kun
medtages ved fa skoler. I bekendtggrelsen udtales endvidere blandt andet:

. efter den indledende undervisning — som ikke ma gores for
vidtleftig, og som skal tjene til gennem betragtning af simple rum-
former (hvor man helst ma henholde sig til sedvanlige brugsgen-
stande, som er eleverne vel kendte fra det daglige liv) og gennem
tegning at gore bernene fortrolige med de objekter, hvormed geome-
trien arbejder, og at fremdrage de grundegenskaber ved disse, som
det m4 anses for ngdvendigt pa dette trin udtrykkeligt at nevne —. . .

...Der bar fra forste feerd legges megen veegt pa figurtegning,
ogsd inden den egentlige konstruktionslere er pabegyndt, hvilket
forgvrigt ber ske s& tidligt som muligt, idet eleverne, efterhinden
som de afledede egenskaber ved den rette linie og cirklen (»geome-
triske steder«) udfindes, straks ber gves i at anvende dem til at lose
lette konstruktionsopgaver.. . .

Medens omfanget af stoffet fremgér ret tydeligt af den kongelige an-
ordning, fir man af bekendtgerelsen en lille smule at vide om stoffets til-
retteleegning. Figurernes grundleggende egenskaber, med andre ord de
geometriske aksiomer, skal eleverne ledes frem til ud fra erfaringer an-
gaende genstande fra dagliglivet og figurer, som de selv tegner. Det frem-
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gar endvidere, at man ikke forventer samtlige aksiomer nsevnt, men kun
sddanne, »som det ma anses for ngdvendigt pa dette trin udtrykkeligt at
nzvnes, og her er vi ved et af de centrale problemer. Hvor fuldstendigt
skal man gere aksiomsystemet? Jeg tror at kunne sige, at danske mate-
matikleerere er enige om, at fuldsteendighed i samme forstand, hvori man
finder den f. eks. i Hilberts Grundlagen der Geometrie, ikke ber tilstrse-
bes. Eleverne ville f. eks. ikke forstd formalet med en rakke eksistens-
aksiomer ; aksiomet om, at der i planen eksisterer 3 punkter, der ikke lig-
ger pi ret linie, siger ikke eleverne noget, som de finder grund til at pa-
berabe sig under senere beviser. Noget lignende gwlder aksiomer som
folgende: Nar 4, B, C og D er punkter pa en ret linie, hvor C ligger
mellem 4 og B, og hvor D ligger mellem 4 og C, si ligger D mellem A4
og B. En ngdvendig folge af aksiomsystemets ufuldsteendighed bliver, at
ikke alle beviser i lerebygningen kan gennemfgres udelukkende ved
deduktion, altsd ikke udelukkende ved logisk tenkning. Lad mig vise
ved et eksempel, hvad jeg teenker pa:

Beviset for, at de modstidende sider i et parallelogram er lige store,
fores som regel ved en pavisning af, at de trekanter ABD og CDB, hvori
parallelogrammet ABCD deles af diogonalen BD, er kongruente, fordi
nevnte trekanter har en side og de hosliggende vinkler lige store. At
/ ABD=/ CDB, begrundes ved, at de er ensliggende vinkler (alternat-
vinkler) ved parallelle linier. Men pastanden om, at de er ensliggende
vinkler, afledes ikke logisk af det givne, den afleeser man dristigt (og som
regel ubevidst) af figuren. Med andre ord: man smugler stiltiende forud-
setninger ind i beviset. Hvorledes matte dette bevis tage sig ud, hvis
man skulle gennemfgre en deduktion ogsd for, at nevnte vinkler er ens-
liggende ? Blandt andet skulle man i sa fald vise, at disse vinkler ligger
pa hver sin side af linien BD. Dette bevis er svaert. Lad os prove at gen-
nemfore det. Hvis / ABD og / CDB 13 pi samme side af linien BD,
matte punkterne 4 og C ligge pa samme
side af BD; da AB| CD, méatte nabo-

D C
vinklen til / CDB vere ensliggende med
/ ABD, hvoraf felger, at / CDB=180°—
/ ABD. P4 lignende made indser man, at
B

/ CBD=180°—/ ADB. Heraf folger, at
/ CDB+/ CBD — 360°—(/ ABD+ 4

/ ADB) > 360°—180°, fordi / ABD og / ADB er vinkler i trekant
ABD og deres sum derfor < 180°. I trekant OBD skulle altsd summen
af vinklerne B og D vare stgrre end 180°; da dette strider imod en kendt
setning, ma forudsetningen veere gal; vinklerne / ABD og / CDB lig-
ger altsa pa hver sin side af BD.

8%
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Antagelig synes De ikke om dette bevis. Maske ville De hellere pabe-
rébe Dem en setning af folgende indhold: I en konveks firkant ABCD
ligger A og C pa modsatte sider af linien BD. Men i sé fald matte man
enten bevise denne setning (og det ville pa ingen méde blive lettere),
eller ogsa matte man opstille den som aksiom. I dansk praksis gdr man
ingen af disse veje, man foretrsekker at smugle, og det er sikkert peeda-
gogisk rigtigh. Men spgrgsmalet bliver da: 1 hvor stor udstreekning skal
man smugle ? Jeg tror, der er enighed om, at man skal undga at smugle
i s& stor udstreekning, som det er pedagogisk forsvarligt. Til trods for, at
de enkelte lereres paedagogiske erfaringer ikke er ganske ens — de af-
henger jo blandt andet af elevklientelet og af lererens personlighed — vil
jeg heevde, at der er ganske god enighed om det pedagogisk forsvarlige
i denne henseende. Hvad man derimod ikke er slet sé enig om, er, i hvor
hoj grad man ber afvige fra Euklid i udformning af beviserne for at undgé
smugling s& meget som muligt. For — som jeg skal belyse ved eksempler
om lidt — er det meget vel muligt pa elementzer made at omforme grund-
laget siledes, at beviserne kan gennemfores praktisk taget uden smugling.

Ligesom man i Danmark anser det for pedagogisk nedvendigt at
forbiga visse af de grundleggende aksiomer i tavshed, finder man det i
vide kredse hensigtsmzssigt at neevne flere setninger som aksiomer, end
det er nodvendigt af videnskabelige grunde. Motivet hertil er folgende:
Torestil Dem en klasse, som for nylig har pabegyndt undervisningen i
geometri, og som endnu aldrig har veeret i bergring med et matematisk
bevis. Det er nu lererens opgave at fa eleverne til at forstd, hvad et sa-
dant er. Maske vil leereren — ligesom visse @ldre lerebgger — sige noget
i smag med folgende: Et bevis er en tankeproces, der forer os fra en kendt
seetning til en for os hidtil ukendt. Selv om denne udtalelse ikke er helt
forkert, vil eleverne sikkert ikke & meget ud af den. Man kunne nasten
lige s& godt forsege at lere et to irs barn, hvad en stol er, ved at sige:
En stol er en indretning med 4 ben, beregnet til at sidde pa. Over for det
lille barn beerer man sig fornuftigvis anderledes ad; ved passende lejlig-
heder peger man pa en stol og naevner samtidigt ordet »stol«. P4 lignende
made bor man bere sig ad, nar eleverne skal stifte bekendtskab med det
geometriske bevis. Man skal stille dem over for nogle beviser, der ud fra
en forhandsviden forer dem til en erkendelse, der er ny for dem. Dette
princip forsynder flere — iseer wldre — leerebgger sig groft imod. Hvor
ofte ser man ikke setninger som »Over for en storre side i en trekant
ligger en storre vinkel« og »Summen af to sider i en trekant er storre end
den tredie« blandt de forst beviste i lzerebggerne til trods for, at deres ind-
hold foles selvfglgeligt for eleverne, lige s& godt, ja maske endog bedre
kendt end de forudseetninger, pa hvilke beviserne bygger. Samme be-
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tragtning kan i mange tilfzelde anfores med hensyn til de seedvanlige sat-
ninger om trekanters kongruens, idet de vage flytningsbegreber, man som
regel opererer med i beviserne, ma forekomme eleverne mindre sikre end
den slutning, man drager af dem. Malet, at gore eleverne fortrolige med
matematisk bevisfarelse, nar man ikke pd denne made; men veerre er det,
at man pa denne made har gode chancer for at gare eleverne utrygge; de
forstar ikke, hvorfor de skal sige det, man forlanger af dem, og denne
usikkerhed kan hemme dem, nir de senere skal tilegne sig beviser, der
virkelig forer dem frem til ny erkendelse. For de »selvfgolgelige« setningers
vedkommende bgr der siledes kun veere to muligheder: Enten mé de pla-
ceres s& langt henne i systemet, at eleverne allerede er fortrolige med be-
visfgrelsens princip, nar man kommer til dem, eller ogsé mé de placeres
i spidsen af systemet som ubeviste aksiomer, godtgjort ved erfaring med
virkelige figurer. Hvilke »selviglgelige« setninger der saledes kommer til
at fremtreede som aksiomer, og hvilke man vil finde bevist laengere frem-
me, afhenger af systemets opbygning. I alle tilfzelde kan man dog vere
sikker pd, at det aksiomatiske grundlag af ovennwevnte paedagogiske
grunde ber veere storre, end det er nodvendigt af videnskabelige grunde.
Heri ser jeg ingen ulykke; den gkonomi, det er naturligt for videnskaben
at udvise ved opstillingen af de ubeviste forudsetninger, er ingen natur-
lig opgave for berneskolen. Og i alle tilfzelde finder jeg det mere rligt
at nzevne sddanne ubeviste forudsetninger end at forbigd dem i tavshed,
nar det ikke ligefrem drejer sig om seetninger, der ligger dybt forankrede
i dagligsproget, f. eks. Euklids sterrelsesrelationer og den tidligere nevnte
setning angéende relationen »mellemc.

Ved at udvide de klassiske aksiomsystemer som skildret ovenfor har
man forladt Euklids grundlag. Det vil da ogsa veere naturligt at afvige
fra hans leregang. Har man f. eks. blandt aksiomerne optaget sztningen
»En kordes indre punkter ligger inden for cirklen¢, vil det veere en let-
telse at bevise den sedvanlige setning om skralinier ved hjeelp af denne
i stedet for som Euklid at stette beviset pd en sammenligning mellem to
trekantsvinkler og deres modstéende sider.

Der kan dog ogsé navnes andre grunde for at afvige fra Euklids lere-
gang. I det foregiende nevnte jeg det sedvanlige bevis for, at de mod-
staende sider i et parallelogram er lige store. I skolen plejer man, som vi
s4, stiltiende at indsmugle visse forudsetninger. Ligeledes sa vi, at bevi-
set blev altfor vanskeligt til skolebrug, hvis det skulle gores fuldstendigt.
Jeg vil hevde, at vanskeligheder af denne art er en folge af, at man forer
beviset ved hjelp af kongruenssetninger i stedet for at benytte setninger
om flytninger af vilkérlige figurer. Det forekommer mig selvfelgeligt, at
en udstrakt anvendelse af kongruente trekanter mé fore til vanskelig-
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heder. Pastanden om to trekanters kongruens er ensbetydende med flyt-
ning af en trekant; derfor betyder anvendelsen af kongruente trekanter,
at man indskreenker sig til ikke at flytte andre figurer end trekanter. Nar
man som i det nevnte eksempel har at gere med en firkant, m& man
altsa for flytningen skeere den itu til to trekanter, som bagefter skal fgjes
sammen igen, og vel at mearke fgjes sammen pé den rigtige made. Herved
bliver der brug for punkternes ordning i planen. Netop det ordningsmaes-
sige, i det anforte eksempel A’s og C’s beliggenhed i forhold til linien BD,
horer til de vanskeligste dele af elementweregometrien, og det er ogsd
forst og fremmest pa disse omrider, man sedvanligvis indsmugler stil-
tiende forudsetninger. Det er min overbevisning, at man ved stadig
bearbejdning af elementergeometrien, ved zndringer sivel i aksiomsy-
stemet som i leerebygningen, kan na frem til en form, som i alt veesentligt
overflagdigger smugling, uden at gore stoffet sveerere, end det er nu. Spe-
cielt mener jeg, at man kan opné meget i denne henseende ved nasten
helt at erstatte kongruenss@tningerne med seetninger om flytninger. Hvad
jeg her tenker pa, kan jeg lettest vise ved et eksempel:

De vigtigste flytninger, jeg plejer at operere med, er spejling i en ret
linie, parallelforskydning og drejning om et punkt O, specielt en halv om-
drejning om O, hvorved enhver halvlinie, der udgér fra O, feres over i
sin forleengelse. Om sidstneevnte flytning beviser man let, at den forer
enhver ret linie 7 over i en hermed parallel (eventuelt sammenfaldende)
linie /,. En halvlinie # ud fra O vinkelret pa [ fores nemlig over i sin for-
leengelse n, samtidigt med, at I feres over
il;; 1 og I, har saledes en fzlles normal,
1y u bestaende af n og n,, og er altsa parallelle.

Vi vender nu tilbage til seetningen om de
modstéendesider i et parallelogram A BOD.

0 Lad O veere midtpunktet af BD. En halv
omdrejning om O fgrer da B over i D og

D over i B. Linien 4B fores over i en linie
I gennem D, parallel med 4B, altsd over i
n linien CD. P4 samme made ser man, at

linien AD feres over i linien CB; skeerings-
punktet 4 mellem AB og AD fores som folge heraf over i skaerings-
punktet ' mellem CD og OB, hvoraf ses, at liniestykkerne AB og AD
fores over i liniestykkerne henholdsvis CD og CB, d. v. s. at de modsté-
ende sider er lige store.

Man bemerker, at dette bevis er gennemfort uden anvendelse af noget
ordningsmessigt, figuren er jo flyttet i sin helhed, uden forst at veere
skaret itu. Jeg kan ikke lade veere med at nevne et biprodukt af det an-

ny
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forte bevis: Da A feres over i C, mé liniestykket OA fores over i linie-
stykket OC. Da endvidere flytningen er en halv omdrejning, ligger 04
og OC i hinandens forlengelser; O er altsd midtpunkt ogsé for diagonalen
AC, d.v.s. diagonalerne halverer hinanden. Denne satning plejer man
at godtgere ved at pavise kongruensen af to trekanter, der har en felles
vinkelspids i diagonalernes skeeringspunkt. Her glemmer man gerne at
vise, at diagonalerne overhovedet har et skeeringspunkt, og et sidant be-
vis er ogsd vanskeligt at give i den elementeere undervisning. Dette far
man dog gratis ved at anvende flytninger.

1 sporgsmalet kongruenssaztninger kontra flytninger stir de danske
leerere delt i to lejre; men der er stadig bevaegelse fra kongruens- til flyt-
ningslejren. Alle danske lerere er vist enige om, at den euklidiske lere-
gang mé fraviges i meget veesentlig grad af pzdagogiske grunde, men at
dette ikke m& mindske kravet om stringens. Stringens er jo ikke ensbe-
tydende med, at man reducerer antallet af aksiomer til det mindst mu-
lige, men betyder, at man ikke stiltiende smugler anskuelige elementer
ind i beviserne. Beviserne skal nok veare anskuelige, men skal ikke bygge
pé unsevnte anskuelige elementer.

Jeg kan altsa resumere mine anskuelser siledes:

Nar eleverne gennem tegnegvelser er blevet fortrolige med de geome-
triske grundbegreber og grundsetninger, skal den deduktive metode i be-
gyndelsen anvendes pa s@tninger, hvis indhold forekommer bgrnene nyt.
Derfor er det ngdvendigt at optage flere setninger som aksiomer end
nedvendigt af videnskabelige grunde. Dette medferer naturligt en laere-
gang, der afviger betydeligt fra Euklids, og det er muligt, ikke mindst
ved anvendelse af flytninger, i vid udstreekning at undga smugling, med
andre ord at gere undervisningen mere stringent, og det endda samtidigt
med, at reesonnementerne bliver klarere og naturligere og taler mere til
bornenes fantasi.

Vo O. LAINEs inledningsanférande var foljande:

I detta nu finnes icke nigon i kraft varande lag, som skulle fixera grund-
typerna for statens liroverk i Finland. Skolorna bygger fortvarande pa
den av 1872-ars skolordning lagda och sedermera utformade grunden.
Laroplanerna och ldrokurserna har dock under dessa 80 4r genomgatt
betydande fordndringar. I geometrin giller de av undervisningsministe-
riet ar 1941 faststillda kurserna, som kompletterats av skolstyrelsen ut-
firdade metodiska anvisningar fran samma ar. Fastin det efter &r 1941 i
Finland utkommit tre nya lirobocker i geometri — Prof. Viisilds dr 1948,
Prof. Kivikoski-Dr. Nykinen samma ar och Lektor Makkonen-Prof. Pimi&
ar 1949 —, i vilka alla man forsokt reformera geometriundervisningen
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i samma riktning, nimligen si, att den bevisande geometrin kommer
senare och att i borjan av kursen sidant inte alls bevisas, som kan anses
vara sjilvklart for eleverna, dr dock de faststillda kurserna och meto-
diska anvisningarna fortsittningsvis i kraft, och jag anser det vara pé
sin plats, att i korthet referera dessa.

Om matematikundervisningens mal siges dér bl. a. foljande: »Matema-
tikundervisningen har till uppgift att utveckla eleverna till logiskt tén-
kande samt planmissigt och malmedvetet handlande. Dirjimte véinjas
eleverna vid begreppens exakta framstéllningssitt, s& och vid ett objek-
tivt bedomande av uppgifter, resultat och pa fragan verkande omstén-
digheter. Matematikundervisningen avser dven att utveckla elevernas
forméaga att kvantitativt behandla foremal och foreteelser i den oss om-
givande naturen och i det ménskliga livet, att skola det funktionala tén-
kandet och rymdiskadningen hos eleverna évensom att for dem klar-
gora matematikens betydelse for tekniken, for det ekonomiska livet och
for landets forsvare.

Mellanskolan i Finland, som motsvarar realskolan i Sverige ar i regel
femklassig. Flickskolorna #r dock sexklassiga och dessutom har vi &nnu
nagra treklassiga mellanskolor och fyraklassiga flickskolor, som byggar
pé lirokursen i folkskolans sjétte klass. I femklasiga mellanskolan vidtar
geometriundervisningen i tredje klassen, dir man genomgér en inled-
ningskurs, varigenom eleverna goras fortrogna med geometrins grund-
begrepp, och som avser att komplettera de kunskaper eleverna inhdmtat
vid undervisningen i aritmetik. Man behandlar dér egenskaper hos vink-
lar, trianglar och cirkeln. I fjirde klassen fortsitter man med behand-
lingen av egenskaper hos figurer, begrinsade av rita linjer, likasé be-
handlingen av cirkeln. Dessutom hor till kursen enkla konstruktionsupp-
gifter. T femte klassen fortsitter man med konstruktionsuppgifterna och
behandlar cirkelns egenskaper utforligare. Av konstruktionsuppgifterna
bor tre renskrivas. Trianglarnas likformighetslira behandlas i allméinna
drag. Till femte klassens kurs hor dnnu trigonometriska funktionerna for
spetsiga vinklar och dessa funktioners anvindning, Pythagoras’ sats samt
en kompletterande behandling av ytor och volymer.

I de metodiska anvisningarna bestimmes nérmare, vad dessa kurser
bor innehalla. Dir heter det bl. a.: »Vid geometriundervisningen é&r det
skil, att forrdn man skrider till den bevisande geometrin, genomgé en
forberedande kurs. Avsikten med denna &r att giva eleverna en pé askad-
ning baserad forestillning om de geometriska grundbegreppen och i viss
mén vinja dem vid anvindning av enkla hjidlpmedel (linjal, vinkelhake,
gradskiva, passare) vid ritningar i hiiftena och pa klasstavlan. Avsikten
dr hirvid ingalunda att bibringa eleverna en ytlig kiinnedom om néstan
hela det material, i vilket de sedermera — ofta forst efter ars férlopp —
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genom lisning av den systematiska kursen fordjupa sig. Den forbere-
dande kursen avser endast att gora forstdendet av den systematiska
geometrin littare. Ocksa i den systematiska kursen bér undervisningen
vara 4skadlig och praktisk, och avseende bor icke enbart fastas vid veten-
skaplig exakthet. Forrdn man skrider till det egentliga beviset av ett teo-
rem, dr det ofta nyttigt att praktiskt overtyga sig om dess giltighet.
Vid losning av geometriska och trigonometriska rdkneuppgifter bor re-
sultaten kontrolleras medels ritning och métning. Om beviset for ett
teorem grundar sig p4 nagon rorelse, kan forestéllningen dérav till en
borjan bereda eleverna svarigheter. I saddana fall bor man atminstone pa
lagre stadium anvénda rorliga modeller.

De i geometrin anvinda storheterna och uttrycken, vilkas inneboérd
icke pa basen av den forberedande undervisningen eller allmédnt sprak-
bruk kan forutsittas vara bekant for eleverna, bor definieras. Man bor
iaktta, att eleverna forst uppfatta inneborden av de givna definitionerna
och sedermera vid anvéindningen av sagda bendmningar och uttryckssitt
verkligen vinjas vid att giva dem de definitionsméssiga betydelserna.

Ocksé i geometrin kan funktionsbegreppet verksamt klargoras i sam-
manhang med de fall, d& figuren eller ndgon av dess delar kan tédnkas
fordnderlig. Det dr obehovligt att trygga sig till konstlade uppgifter, eme-
dan geometrin #ven annars erbjuder tillrickligt med material. I synner-
het trigonometrin befordrar ovan ndmnda mal, emedan ett av trigono-
metriundervisningens viktigaste syften just dr att giva eleverna en klar
uppfattning om definitionerna av de trigonometriska funktionerna, va-
riationerna av dessa funktioner och sammanhanget mellan dem. I mel-
lanskolan kommer endast utredning av begreppen sinus, cosinus, tangen-
ten och cotangenten (fér spetsiga vinklar) i fraga.

En sirskild stdllning tillkommer de geometriska konstruktionsupp-
gifterna, vilka — behandlade pé riktigt sdtt — ha stort vérde for under-
visningen, emedan de vénjer eleverna vid ett metodiskt forfaringssitt.
Dérvid dr det dock nodvindigt, att for eleverna framstilla de viktigaste
metoderna for losning av geometriska konstruktionsuppgifter, och att
vid behandlingen av enskilda uppgifter avseende fistes vid hérledningen
av losningen. Mérkas bor dock, att firdigheten i 1osning av konstruk-
tionsuppgifter icke pa nagot sitt kan betraktas som ett sjalvstindigt
mal i geometriundervisningen, samt att det &r skil att begrdnsa behand-
lingen till relativt enkla uppgifter. I mellanskolans sista klass bor ele-
verna utfora tre konstruktionsuppgifter pa ritpapper, helst med anvénd-
ning av tusch. Det ér skl att vilja uppgifterna sa, att elevernas formaga
att rita noggrant kan provas med tillhjilp av sagda ritningar«.

Dessa kursbestimmelser och metodiska anvisningar dr saledes ritt
méangordiga, men trots det obestimda. Detta forhallande har emellertid

e
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den goda sidan, att den ger liraren relativt fria hinder i valet av dmnet
och i dess undervisande. D& emellertid de tidigare nimnda nyare léro-
bockerna smaningom kommer i allménnare anvéindning, behover man icke
anse att geometriundervisningen i Finland mera star p& nagon sarskillt
foraldrad nivé.

Man har trots allt varit mycket verksam i Finland med att soka refor-
mera lirdomskolan. Knappast i nagot land har s manga kommittéer
tillsatts for att fa en losning till stand i denna fraga. Men nér en kommitté
fath sitt betinkande firdigt, har detsamma tyvirr icke lett till nigra
som hilst atgirder, utan har man omedelbart sett sig foranlaten att till-
sitta en ny kommitté. Den kommitté, som for nirvarende behandlar fra-
gan om en reform av liroverkens inre organisation tillsattes ar 1950 under
undervisningsminister R. H. Oittinens ordfsrandeskap. Denna kommittés
arbete pagar som bist, men enligt vad mig &r bekant, skall enligt dess
forslag undervisningen i geometri i mellanskolan bli mera praktiskt be-
tonad samt anknyta sig &nnu intimare till undervisningen i aritmetik.

Bsory RupBERGS inledningsanforande var foljande:

Den nugjeldende skoleordning i Norge blev vedtatt i 1935 og satt ut i
livet i 1939, men p. g. a. krigen og dens ettervirkninger tok det mange ar
for den kunne praktiseres helt effektivt, og den gir fremdeles under navn
av »den nye skoleordningen«. Etter denne er de fleste norske realskoler
3 arige. Matematikk leses de to forste &rene, 5 timer ukentlig i hver klasse,
__ det 3. &ret leses samfunnsregning — og disse 5 ukentlige timer skal
deles mellom praktisk regning, algebra og geometri. Konsentrasjonsles-
ning er vanlig, men gjennomsnittlig kan en regne med at geometrien far
2 timer pr. uke i de to &rene.

Realskolen bygger pa avsluttet 7 arig folkeskole, og overtar elevene
nar de er i 14 ars alderen. I folkeskolen leses ikke geometri i noen form,
og det naturlige skulle da veere i realskolen & begynne med geometriske
forovinger. Tiden tillater imidlertid ikke dette, og elevenes alder tatt i
betraktning, skulle det heller ikke vere patrengende nedvendig. Etter en
bred orientering i de geometriske grunnbegreper, tar en med en gang fatt
pa det systematiske kurs, og innferer konstruksjoner etterhvert som de
kan begrunnes teoretisk.

Den siste utgave av de norske undervisningsplaner kom i 1950, og sier
om geometriundervisningen i realskolen bl. a.:

yUndervisningen i geometri i realskolen skal ha karakteren av et syste-
matisk kurs med bevisforing, selvsagt uten gjennomfort aksiomatisk opp-
bygging. Nar elevene begynner pa realskolen, har de, bade i og utenfor
skolen, etter hvert fatt visse geometriske forestillinger som det ikke vil
lonne seg, og heller ikke er mulig, 4 ignorere. Nar det gjelder de enkleste
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geometriske kjennsgjerninger, ber en derfor ikke med altfor pinlig omhu
soke & redusere til et absolutt minimum tallet pa de ting en godtar uten
bevis, altsd som aksiomer; men en ber i noen grad bygge pa elevenes
intuisjon. P& et begynnertrin er dette sikkert psykologisk riktig, og det
behgver heller ikke & skade den alminnelige matematiske skolering som
det er meningen at det geometriske kurs med sin bevisfering i det hele
skal gi.. ..

... Geometrisk dyktighet henger ngye sammen med evnen til & »se«.
For den begynnende undervisning gir derfor intuisjonen det naturlige ut-
gangspunkt; de geometriske slutninger tjener til & stadfeste, kontrollere
og korrigere det som er sett umiddelbart, og videre til & utfylle det. Og
etterhanden som de geometriske kunnskaper vokser, vil ogsé intuisjonen
selv bli skarpere og favne over store omrader. Geometriundervisningen
har nettopp en vesentlig oppgave i utviklingen av en slik geometrisk fore-
stillingsevne og fantasi, i oppevingen av det geometriske »blikk«. Bade i
undervisningen og i leereboka mé det legges spesiell vekt pa denne opp-
gave. En tidsmessig undervisning kan heller ikke forsemme & gjore ele-
vene kjent med geometriske metoder som parallellforskyvning, dreining
om et punkt og omvending om en akse, i det hele med begrepet symmetri.«

Larestoffet er det sedvanlige i elementergeometrien. Undervisnings-
planene gir detaljert oversikt over det som skal tas med, dog uten & paby
noen bestemt rekkefglge. Det har ingen hensikt & gjengi oversikten her,
et enkelt avsnitt vil antyde hvor langt man gér:

»Det geometriske pensum kan ikke opprettholdes i samme sterrelse
som i (den tidligere) middelskolen. Av de setninger som handler om vink-
ler ved sirkelen, tar en bare med setningen om periferivinkler over en
halv periferi. Av likedannethetsleren tar en bare med definisjonen og set-
ningen om sidene i ensvinklede trekanter og forholdet mellem deres om-
kretser og flateinnhold, derimot ikke setningen om mellemproporsjonaler
i den rettvinklede trekant. Den pytagoreiske setning bevises rent geo-
metrisk. Avsnittet om sirkelberegningen tas ikke med i geometrien, idet
en far noye seg med det som er lert i den praktiske regning; beregning
av flateinnhold av sirkelsegmenter blir derfor ikke med i realskolens
pensum.«

Om leerebgkene sier altsd undervisningsplanene at de skal oppgve den
geometriske forestillingsevne og fantasi. I innstilling II fra plankomiteen
for den nye skoleordning kreves det videre at de skal bygges opp gene-
tisk, ikke feorst og fremst dogmatisk. Det heter her ogsi at at bevisene
ikke gjennemgaende bor baseres pa setningene om trekanters kongruens,
men i stor utstrekning fores ved & pavise en flytning som bringer en figur
til 4 dekke en annen, dreining om et punkt, omvending om en akse,
parallellforskyvning.
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Det er i Norge i bruk 4 lerebgker, som imidlertid ikke alle gar like langt
i den retning undervisningsplanene angir. De er, bgkene nevnt etter for-
fatteren: 1. A. Alexander, en omarbeidet eldre leerebok og den mest kon-
servative av de fire. 2. Alfsen & Alfsen, ogsd en omarbeidet eldre bok,
men skrevet av den mann som i farste rekke har utarbeidet retningslin-
jene for skolematematikken i Norge idag. 3. Sggaard & Tambs-Lyche.
4. Ingebrigtsen & Piene.

De to siste er skrevet spesielt for den nye skoleordning, og for en som
er vant til den tradisjonelle behandling med sats og bevis bygget ovenpa
sats og bevis i kort og konsis fremstilling etter et fast oppbygget skjema,
vil disse leerebgker virke noe forvirrende, muligens ogséa irriterende, typi-
ske som de er for de elevaktivitetsmetoder skoleordningen forutsetter
praktisert. I stor utstrekning er beviser og resonnementer bare antydet,
undertiden helt utelatt, idet den fullstendige utarbeidelse overlates til
eleven. I henhold til undervisningsplanene er forskjellige bevismetoder i
bruk, og det er heller ingen konsekvent formalbehandling av bevisene.
Dels innledes fremdeles behandlingen av en sats ved at den fremsettes
som pastand, dels kommer satsen til slutt som konklusjon p& en forut-
gaende undersgkelse. Det en kunne kalle eksperimentalgeometri finner en
i nevneveerdig grad bare i en av de fire bgker, Sggaard & Tambs-Lyches.
I forbindelse med kravet om oppeving i geometrisk forestillingsevne og
fantasi soker man her i stor utstrekning, ved figurbetraktninger og ma-
linger, & lede eleven frem til satsen for den systematiske behandling tar
til og gir den endelige begrunnelse.

De nye arbeidsmetoder er meget tidsrovende, og undervisningen er nok
ikke alltid s& moderne som skoleordningen forutsetter. Med det snaue
timetall faget har, m4 en i timene vesentlig konsentrere seg om de syste-
matiske begrunnelser og om lgsning av oppgaver, og forhdndsgjennem-
gaelse blir det i almindelighet tid til bare i begynnelsen av kurset, og ellers
nar det er prinsippielt nye ting som skal behandles. Om denne gjennom-
gaelsen forutsettes at den ikke er doserende, men har karakteren av en
undersgkelse hele klassen tar del i. Den skal ikke ha til hensikt 4 rydde
vanskeligheter til side, men skal lre elevene & angripe vanskelighetene pa
en rasjonell mate.

Om oppgaveregningen heter det at en skal regne f4 men utvalte opp-
gaver, spesielt advares mot all oppgaveregning som bare har til hensikt
4 sette elevene i stand til & greie en eksamensprove. Pa dette punkt er det
nok ofte en uoverensstemmelse mellom teori og praksis. Eksamensfor-
beredelsen har forgvrig ogsd en annen virkning. Ved de eksamensberet-
tigede skoler vil neppe en elev av hundre komme opp til eksamen i mate-
matikk muntlig, og da alle ma gjennom en skriftlig prove, er det ikke mer
enn mennskelig at de deler av stoffet som erfaringsmessig ikke kommer
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til nytte ved denne, blir noe neglisjert. Den muntlige eksamen kommer
praktisk talt bare til 4 gjelde privatister, og om eksaminasjonen her sier
undervisningsplanene: »Som eksamensspersmal ber det ikke settes opp
losrevne isolerte setninger, som det kreves bevis for, men eksaminanden
ber stilles overfor et sammenhengende matematisk emne, som gir hgve
til & prove hans virkelige forstaelse og det herredemme over stoffet han
har nidd fram til«.

Den skriftlige eksamensprove i matematikk strekker seg over 5 timer.
Det blir gitt 4 oppgaver, som alle skal loses, og en av disse er alltid en geo-
metrioppgave. Denne bestar av en konstruksjon med beskrivelse, vanligvis
av en polygon, en del beregninger og ofte et enkelt bevis i tilknytning
til figuren. Undertiden sgker man & gi oppgaven et praktisk tilsnitt, f.
eks. ved & oppgi sterrelse og form pa en byggetomt, og s kreve den kon-
struert i en bestemt maélestokk. Det vil kanskje forundre noen at konstruk-
sjonen i oppgaveteksten uttrykkelig forlanges utfort med passer og linjal
alene. Dette betyr ikke at det er lagt et nytt innhold i begrepet konstruk-
sjon, men henger sammen med en passuss i undervisningsplanene —
»... ber nevnes at det ikke er mulig & gi noen begrunnelse for 4 innskrenke
bruken av konstruksjonsredskaper til passer og linjal alene; elevene bor
t& lere & bruke sa nyttige redskaper som tegnetrekant og transporterc,
— som av enkelte er blitt misforstatt. Det er imidlertid Undervisnings-
radets mening at en skal skjelne mellom konstruksjon i vanlig forstand,
og tegning, hvor andre redskaper enn passer og linjal kan brukes. Et par
av lerebgkene, men ikke alle, gjor ogsé rede for denne distinksjon. Noen
storre bruk av tegnetrekant og transporter blir det forgvrig ikke gjort
i undervisningen, redskapene gjennemgées, og dermed blir det.

Det later til at geometrioppgaven er den av eksamensoppgavene ele-
vene greier best. Konstruksjonen er i de fleste tilfelle korrekt utfert,
bevisene kan det veere si som s& med, men av beregningene pleier i alle
fall en del & veere riktige. Jevnt over tilegner elevene seg de sentrale deler
av geometrien, sjelden eller aldri finner en blanke eller meningslose be-
svarelser, noe som rett som det er finner sted ved oppgavene i algebra
og praktisk regning.

I arene etter krigen har den offentlige diskusjon om skolematematik-
ken i Norge s& & si utelukkende dreiet seg om gymnasiets matematikk,
hvilket tyder pa at forholdene i realskolen stort sett blir akseptert. Mann
og mann i mellom blir imidlertid bade det ene og annet kritisert, men kri-
tikken er vesentlig rettet mot algebraen, som i den nye skoleordning har
fatt en meget lgs oppbygging, ikke mot geometrien, som, alle ytre foran-
dringer til tross, fremdeles fremtrer som et fast oppbygget matematisk
system. En del innvendinger har veert gjort mot bevismetodene, idet det
har falt enkelte tungt & skulle forlate de solide kongruensbevis til fordel
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for de mer luftige flytningsbevis. Imidlertid : kongruensbevisene er ileng-
den stereotype, og de representerer et statisk syn, som den nye skole-
ordningen vil bort fra i matematikken overhode. En kan bare henvise
4il den sterke vekt det i skolen blir lagt pa behandlingen av funksjoner.

En skal veere forsiktig med & stille strenge fagmatematiske krav til real-
skolematematikken, et synspunkt som vil gjore seg mer gjeldende jo ster-
kere sgkningen til realskolen blir. T Norge er denne sgkning allerede nu s&
stor, at skolen er blitt betegnet som en utvidet folkeskole, og vil en under
slike forhold ta sterkere fagmatematiske enn pedagogiske hensyn, kan
det fore til en ulykke for faget. De norske undervisningsplaner har, som
det fremgar av tidligere siterte avsnitt, tatt konsekvensen av dette, og
slik som realskolens geometri er lagt an i Norge i dag, tilfredsstiller den
gjennomsnittselevens sunne fornuft, samtidig som den, innen sitt omréde,
har beholdt det som er det vesentlige ved et matematisk system. De ele-
ver som skal arbeide videre med geometri, behgver ikke & omlegge sine
forestillinger, men bare utvide dem.

S. AsTrRANDS inledningsanforande var foljande:

Geometriundervisningen i vart land har under 1900-talet utvecklat sig
efter tva linjer. A ena sidan har man forsokt att i gorligaste man bibehalla
den euklidiska systematiken samtidigt som man forsokt att i detaljerna
ordna ill och framstilla den euklidiska tankegingen sa, att den skulle
bli tillginglig for ungdomen. Uppgiften har naturligtvis forsvarats avse-
viirt av att den tid, som statt till buds for geometriundervisning i egentlig
bemiirkelse, blivit allt kortare och kortare. P4 denna linje har alla de
olika euklidesutgivarna rort sig frén Lindman, vars bocker méngenstides
anviindes 1angt in pa detta drhundrade, over Vinell till Sjostedt.

A andra sidan har man forsokt att ge de geometriska kunskaperna i
annan form och pa annat sitt én det hivdvunna. Bland de forsta, som
forsokt detta, var Asperén, vars metodik utvecklats vidare av Olson.
Teorin om mittpunktsnormalen t. ex. har hir kommit att spela en ritt
stor roll. Hedstrom lade sirskilt vikt vid den inledande empiriska be-
handlingen av satserna. Aven Nyhlén bérjar med det empiriska men
lagger sirskild vikt pa att klart hélla isér empiriskt och teoretiskt.

Diskussionen om geometriundervisningens mél och medel har kanske
ej varit s& livlig under senare ar, men det finns anledning att tro, att den
snart skall blossa upp igen. Vare sig enhetsskolan i stort kommer att for-
verkligas eller inte, méste vi ta stillning till de problem, som ett eventuellt
forverkligande av denna skola kommer att stilla. Och geometriundervis-
ningen i enhetsskolan hor nu inte till de saker, som #r litta att ordna.
Det forsta man har att gora, tycks mig vara att forsoka ange vilken be-
hallning man vill, att geometriundervisningen skall ge. Asikterna gir
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naturligtvis vitt isér, men jag skall forsoka ange nagra punkter, som syns
mig visentliga.

1. En viss formaga att behirska geometrisk terminologi dr nédvéndig.
Vem som helst maste veta, vad som menas med en cirkel, en kvadrat,
parallella linjer o. s. v. Att veta vad = 4r f6r nagot hor vil ocksa till det
oundgéngliga minimum.

2. Man behover kunna miéta berdkna enkla ytor och rymder. Kuber,
kvadrater, trianglar, cirklar, klot m. m. forekommer ritt ofta i gemene
mans dagliga erfarenhet.

3. Att forstd och kunna anvinda — kanske ocksé att sjilv gora upp
— arbetsritningar och kartor &r likaledes en for flertalet ménniskor
nistan hart nir oumbéirlig kunskap. Forminskade eller forstorade bilder
moter man over allt, och var och en méste veta vad begreppet skala —
vil oftast i betydelsen lingdskala — innebér.

4. En introduktion i den geometriska teorien #r ocksa onskvird. All
erfarenhet pekar mot att en ritt stor del av 14,15-aringarna &r kapabla
att tilligna sig — inte bara lira sig utantill — ett icke alltfor komplicerat
bevis. I varje fall syns forméagan att forsta bevis vara ett krav, som méste
stillas p4 alla, som skall fortséitta att lisa matematik.

Hirndst kommer fragan: varifran kan man fa hjilp att féra diskussio-
nen framat. Jag tror, att vi forst och frimst skall véinda oss till vara
nordiska grannlinder, och den tron grundar sig inte bara pa det vi hort
idag av representanterna for dessa linder. Sirskilt tror jag, att en nér-
mare bekantskap med den Hjelmslevska geometrien och dess utnyttjande
i det praktiska undervisningsarbetet skulle vara av stor betydelse for
oss hir i landet.

Men jag tror, att vi vid liroverken ha atskilligt att lira pad ndrmare
hall. T folkskolorna landet runt har man haft att brottas med nigra av
de problem, som antagligen snart skall bli aktuella d&ven for de nuvarende
liroverksldrarna, sirskilt med de problem som sammanhénger med ar-
betet med ett icke eller endast obetydligt differentierat elevmaterial.
Spinningen mellan det man skall och vill lira sina elever och det man kan
lira dem kommer sikert att 6kas, och folkskolldrarnas erfarenheter pé
denna punkt torde kunna vara till nytta for oss.

Slutligen skall jag anvinda tillfdllet att tillfoga nagra spridda reflek-
tioner over ett par av geometriundervisningens problem.

Att rita, mita och berikna riknas ofta i Sverige som en inledning till
geometrien och icke som en del av geometrien. Kunskaperna p& dessa
hall inhdmtas ju till stor del under de matematiska laborationerna i 25
resp. 1¢. Hur pass svagt sammanhanget mellan denna inledning och de
foljande geometristudierna ibland anses vara, illustreras av det faktum
att, i varje fall vissa skolor, som samlat geometriundervisningen i klass
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45, icke erhallit tillitelse att flytta de matematiska laborationerna till
klass 3% utan méste ha dem kvar i klass 25. Det forefaller mig emellertid
vara viktigt, att utvecklandet av férmagen att rita, att méta och berédkna
erkinnas som en visentlig del av geometrikursen.

Inriktningen mot den systematiska geometrien anses allméint lamp-
ligen bora ga till pa det viset, att man forsoker légga upp undervisningen,
s& att det for eleverna uppstar ett behov av ett bevis. Beviset skall icke
tvingas pa dem, de skall forsoka att gora det sjéilva, eller de skall be om
det. Det allra sista nar man vil sillan, men sé langt kan man vl alltid
komma, att beviset icke kinns enbart som en borda. Férmagan att forsta
ett bevis kommer nu emellertid icke endast som frukten av en god under-
visning, den #r i hog grad en produkt av en personlig mognadsprocess.
Man kan inte fa hur unga elever som helst att fatta ett bevis; men har de
aldern inne, torde det stora flertalet kunna tillgodogora sig ett sddant.
Kanske skulle man vaga pasta, att de, som inte under realskoledren bor-
jar nad den mognaden, icke har pé ett realgymnasium att gora.

Att vilja motivera studiet av den systematiska geometrien med péa-
staende att detta studium ger en sorts allmén intellektuell trining torde
vara ritt vansklig efter de undersokningar, som gjorts over den s. k. med-
ovningens problem under de senare artiondena. Att geometritréningen
inte bara ér en god sak utan ocksi dr nodvindig for de blivande mate-
matikerna #ir visserligen sant, men detta motiverar ju icke, att de, som
skall éigna sig &t studier av annan art eller icke alls skall studera, behover
drivas in pa systematisk geometri. Det &r viil inte manga som vill pasté,
att de lirare, som undervisar i geometri, visar storre tankeskirpa én de
andra, nir det giller skolpolitiska fragor eller disciplinproblem och andra
allmén-minskliga forhallanden, som debatteras i vara kollegier.

Geometri-studiet #ir icke nigot sjilvindamal. Liksom allt annat stu-
dium dr det till for att reda upp och ordna nagon del av alla de intryck,
som strommar over oss och att bringa dessa vara erfarenheter p4 en sé-
dan form, att vi kan anviinda dem. Det ér dérfor geometriundervisnin-
gen bor liggas upp empiriskt. Det giller da ocksd att anknyta till den
erfarenhet av geometriska begrepp som eleverna far ur det dagliga livets
upplevelser och kanske ocksé i skolundervisningen i andra &mnen. En
sak, som de jamt och stindigt stoter pa, ér kartor och avbildningar i
skala, forstorade och forminskade bilder, arbetsritningar m. m. P4 geome-
triskt sprak betyder detta, att likformighet &r ett begrepp, som de myc-
ket tidigt anviinder mer eller mindre instinktivt, och att det alltsa &r en
av de forsta uppgifterna for en empiriskt orienterad geometri att ta sig
an och utreda just de hithérande férhallandena. I vilken ordning man
skall ta upp de geometriska begreppen dr en pedagogisk friga, icke en
systematisk. En string systematik &r ju dessutom en orimlighet i real-
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skolan. Och att fragan &r pedagogisk betyder, att man i forsta hand ser
till, vad som finns inom barnens egen erfarenhetsvirld, och vilka mojlig-
heter de ha att tillgodgora sig resonemangen hirom. J ag kan alltsd inte
forstd annat én att likformighetsliran i den traditionella svenska geome-
triundervisningen v felplacerad. Den bor tas upp langt fore realskolans
avslutningsklass!

E. Lu~ELL anférde f6ljande:

De foregaende talarna, sirskilt den forsta inledaren, har starkt beto-
nat, att man ska bygga realskolans geometri pa 4skadningen. Jag har ingen
som helst invindning mot detta, men vill inda genom ett exempel, som
kanske kénns igen av ménga, visa bristerna i askadningen, brister, som
jag anser, att eleverna i realskolans avslutningsklass bor bli uppmiirk-
samgjorda pa. Da man talar om kvadratroten, maste man ju visa, att
roten ur ett tal, som inte ir en jimn kvadrat, ér ett irrationellt tal. Som

ett exempel kan man nidmna, att ]/2 icke kan vara ett avslutat decimal-
brak, hur méanga decimaler man #n tar med. Men vad betyder detta
askadligt? Om en kvadratdecimeter ABCD ir given, kan vi filla ner
diagonalen AC pa den forlingda sidan 4D (L). Vi gradera vidare L med
nollpunkt i 4, forst i dm, sedan i cm, i mm ete. Vi kan fingradera L s4,

att skalpunkterna ligger hur tdtt som helst. Men eftersom AC dr ]/5 dm,
kan cirkellinjen med 4 till medelpunkt och AC till radie aldrig triiffa
néagon av dessa skalpunkter. Att en cirkel pa detta sétt, nir den gar over
en rit linje, kan smita emellan hur titt som helst liggande punkter ps
linjen, &r otvivelaktigt mycket svart, for att inte siga omojligt, for den
omedelbara askadningen att fatta.

Jag har funnit, att eleverna ér roade av detta exempel pa att den mate-
matiska analysen kan vara ett skarpare tankeinstrument #n askidnin-
gen, men menar inte att man ska fordjupa sig i saken. Och man kan ju
efterdt trosta eleverna med att de geometriska satser, som de med moda
ha lart sig, alldeles sikert &r riktiga.

Jag vill ocksd séiga nigot om likformighetsbegreppet, som rektor
Astrand menade, att man borde ta tidigare #n nu i skolan, dirfor att
eleverna sa tidigt borja syssla med kartor, avbildningar och dylikt som
bygger pé likformighet. Men jag vill gentemot detta invinda, att likfor-
mighetsbegreppet sikert &r en mycket, mycket tidig geometrisk forestil-
ning hos oss. Redan ett dibarn kinner igen sin mor, och eftersom bilden
pé néthinnan &r olika stor, d& mamman ér pa olika avstand fran barnet,
maéste detta ha nagon sorts intuitiv likformighetsuppfattning. Barn upp-
fatta ju ocksa mycket tidigt bilder. Likformighetsbegreppet &ir nagot som
vi véixer upp med, lika mycket som med det talade ordet. Men man kan
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inte anvinda det argumentet att man ddrfor ska sétta in den geometriskt
preciserade likformighetsliran sirskilt tidigt. Den kommer precis lagom,
dér den nu gor det i de traditionella larobockerna.

C. E. Ss6sTEDT anférde foljande:

Det synes mig vara av vikt att konstatera, att matematiklirarna i de
nordiska linderna tydligen 4ro eniga om det mesta i friga om den grund-
liggande geometriundervisningen. Viktigt ér, att man genomgéende anser
den forberedande (empiriska) geometriundervisningen vara oundgéng-
ligen nodvindig och att man &r ense om att man inte kan begéra logiskt
oantastliga bevis pa realskolestadiet. Divergensen i uppfattningen ror
vilken omfattning den empiriska geometriundervisningen skall ha och
vilka krav pa logisk bevisforing man kan stilla. I dessa béigge avseenden
finns nog nistan lika manga stdndpunkter som lirare. Men det géller en
gradskillnad, inte en artskillnad.

I fraga om den empiriska geometriundervisningen tror jag det ir nod-
vindigt att ligga storre vikt vid den én vad ménga lirare gor. Betréf-
fande de logiska svarigheter, som rektor Rubinstein framhéivde i friga
om sambandet mellan empirisk og deduktiv geometri, sa tror jag de latt
kunna 6verdrivas. Enligt min mening 4r det i sjilva verket samma objekt
for de bada slagen av undervisning. Det &r endast metoderna som skilja
dem &t.

Vad lektor Rudberg nimnde om de nyare norska lirobockerna, som jag
tyvirr dnnu inte haft tillfille ta del av, s& har jag alldeles samma uppfatt-
ning om sjilva undervisningsmetoden. Men jag #r inte overtygad om
att liroboken limpligen skall ligga upp framstéillningen pa detta sitt.
Jag tror det dr bittre, att liraren svarar for den saken — men det &r
viktigt att han gor det! — medan liroboken endast ger en sammanfatt-
ning av den logiska tankebyggnaden.

Betriffande begreppen likformighet och kongruens ansluter jag mig
helt till vad rektor Lunell anforde. Aven om méjligen likformighet psyko-
logiskt sett skulle vara mera grundliggande én kongruens, si ir dirmed
inte sagt, att det logiskt sett forhéller sig si. Det riktiga dr nog, att det
forra behandlas efter det senare.

Till sist kan jag inte underlita att ndmna, att skolkommissionens
tanke pa en 8-arig odifferentierad skola av allt att doma héller pa att
overgivas i den forsoksverksamhet, som provar just skolkommissionens
forslag. Om man far ett 3-arigt differentierat hogstadium (klasserna
7—9), s& dr mycket vunnet f6r geometriundervisningen. Jag tror person-
ligen, att man d& skall kunna fasthalla vid i det hela samma kunskaps-
niva i geometri i den blivande enhetsskolan pa den teoretiska linjen (7 g,
8 g, 9 g) som i den nuvarande realskolan.




OM KOORDINATER I DE DANSKE KORT
HENRY JENSEN

Foredrag holdt i Kobenhavn 22. oktober 1952 i
Foreningen af Matematiklerere ved Gymnasieskoler og Seminarier

Enhver koordinatbestemmelse i storre stil bygger pa en triangulation
foretaget pa jordens overflade. Som eksempel viser fig. 1 den triangula-
tion, der danner grundlaget
for de danske kort. Men for
at forstd dens anvendelse ma
vi gere os klart, at vi opere-
rer med tre forskellige flader,
nemlig den fysiske jordover-
flade, den flade vi direkte star
pa, nar vi maler, dernsest Geo-
tden, den matematiske jord-
overflade, som er en &kvipo-
tentialflade i Jordens tyngde-
felt,og hvis normalaltsafalder
sammen med lodlinien, og en-
delig, da Geoidens form er
uhyre kompliceret, med en
approksimation til den, en
omdrejningsellipsoide. Ellip-
soiden er saledes en ganske
regelmassig flade, bekvem til
regnebrug. Geoiden er »bulets,
men bulerne er »blede« — fla-
den er overalt differentiabel
med kontinuerte differential- Fig. 1
kvotienter af forste orden.

Dens afvigelser fra ellipsoiden kan i normalens retning lgbe op til et lille
hundrede meter. Endelig er den fysiske jordoverflade helt uregelmeessig
med hgjdeafvigelser fra de andre pa indtil en halv snes kilometer.

Man kan reducere malinger foretaget pa den fysiske jordoverflade til

- [51]
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det, de ville have givet, hvis de var blevet foretaget pa ellipsoiden. Ellip-
soidens form og sterrelse beror imidlertid inden for visse greenser pa en
vedtaegt, men man kan vise, at de til ellipsoiden reducerede trekantsider
og vinkler ikke meerkbart er afhengige af, hvi'ken ellipsoide man har
benyttet sig af. Dette heenger sammen med, at ellipsoidens elementer ved
sideberegningen kun kommer til anvendelse ved beregningen af trekant-
excesserne. Og da disse altid er mindre end 10", vil de — selv om man
regner med 3 decimaler i buesekundet — kun have 4 betydende cifre,
med andre ord kun meget groft veere afhengige af ellipsoiden.

Ved astronomiske malinger i eet af nettets punkter kan vi anbringe
dette punkt rigtigt pa ellipsoiden, og vi kan nu ud fra dette punkt ved
hjelp af de sider og vinkler, som de geodatiske méalinger har givet os,
beregne geografiske koordinater til alle andre punkter i nettet. Men disse
geografiske koordinater er naturligvis steerkt afhengige af, hvilken ellip-
soide nettet er nedlagt pa.

Vi kan samle ovenstdende betragtninger i folgende vigtige seetning:
Det kortbillede, der opstar pa grundlag af triangulationen, er i det store og
hele uafhengigt af ellipsoidevalget, hvorimod placeringen af de geografiske
netlinier © kortet er steerkt afheengig af, hvilken ellipsoide der benyttes. For
eksempel vil i Danmark en overgang fra den danske ellipsoide (skvator-
radius ¢ = 6377104 m, fladtrykningen &« = 1:300) til den internationale
(@ = 6378388 m, &« = 1:297) bevirke en indbyrdes forskydning af net-
linierne pé op til et hundrede meter.

Vor opgave bliver nu at afbilde et stykke af ellipsoiden pa en plan. I
praksis ma man i hgj grad tage hensyn til ellipticiteten, men for at illu-
strere fremgangsmaden, vil vi her kun behandle den simplere opgave at
afbilde en kugle pa en plan. Hvad vi herved far frem i vore formler, vil
veere hovedleddene i de ngjagtigere elliptiske formler.

De fleste topografiske projektioner er konforme (vinkeltro), og vi vil i
det fglgende gennemgé den konforme projektion, der ligger til grund for
alle danske kort: den konforme koniske projektion.

P4 fig. 2 ses jordkuglen med centrum O, nordpol N og radius E. Man
teenker sig lagt en kegle tangerende Jorden langs en breddecirkel. Lad
keglens toppunkt veaere 7' og tangeringsparallellens poldistance p,. (Af
hensyn til den folgende integration er det mere bekvemt at bruge pol-
distancen end bredden som koordinat). Principet i afbildningen er nu det,
at man forst afbilder kuglen konformt pa keglen og dernsest udfolder keg-
len i planen. Ved den forste afbildning lader man kuglens meridianer af-
bildes i de tilsvarende keglefrembringere, tangeringsparallellen i sig selv
og de gvrige paralleller i parallelcirkler p4 keglen i en saddan afstand fra
T, at konformiteten fremkommer,
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Pa fig. 3 ses keglens udfoldning i planen. En midtemeridian i det kort-
lagte omrade veelges som Y-akse, en derpa vinkelret linie som X-akse. I
alle danske kort er tangeringsparallellen 56°, og midtemeridianen har
leengden 2°12’ Vest for Rundetaarn. Systemets X-akse er den linie, der i

Y
Tl
2 0
%o
/’/ P1
/Q °
/ 1
// M 1 56
///
: X 55°
Fig. 2 Fig. 3

kortet tangerer breddecirklen 55°. Y -aksen er positiv mod Nord, X-aksen
positiv mod Vest. Kortrammerne er alle parallelle med akserne.

Lad nu T'M veere midtefrembringeren. Og lad os betragte et punkt P
med poldistancen p og lengden L regnet fra midtemeridianen. Lad P’s
billede pa keglen veere P’ og i planen P,. Vi vil forst finde P;’s polere
koordinater i et system med 7', som pol og 7', M, som akse. Radierne fra
T, (eller frembringerne regnet fra 7') vil vi betegne med z, specielt er
abenbart z, = R tg p,, hvor vi ved indeks 0 betegner stgrrelser med rela-
tion til tangeringsparallellen. Meridianen NP@ afbildes forst i frembrin-
geren T'Q, derneest i planen i linien 7,Q,. Buestykket M@ afbildes i
M,Q, = MQ. Altsé findes vinklen 0 af relationen

Rsinpy L = 02zy= 0 Rtgp,,
hvoraf '
0 = L cos p, .

Her skal 6 og L regnes i samme enheder, f. eks. buesekunder. L er leng-
den regnet fra midtemeridianen 2°12’ Vest for Rundetaarn eller 10°22'40"
E. Grw.

For at bestemme z m& vi benytte os af afbildningens konformitet.
Denne kan vi sikre ved at krave, at malestoksforholdet ved overgangen
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fra kuglen til keglen skal veere det samme i meridianens og i parallellens
retning. I parallellens retning er malestoksforholdet forholdet mellem
periferien af cirklen gennem P’ pa keglen og cirklen gennem P pa kuglen,

altsa
2 COS Py

m=_———.
Rsinp
I meridianens retning far vi
dz

Ved at identificere disse to udtryk far vi

P
d_
dz dp 2
— = €08 Py —— = COS P,
2 sin . P
Sin — COS —
2 2
P P
d = d tg =
2 &2
= €08 Py —————— = COS Py :
p LD P
tg L cosz £ tg
85 9% 3 &3

Ved integration far vi
Inz = cos py-In tgg——l—lnc

cos Po
z2=2cC" (tg%) .

Til p = p, skal svare z = z,. Dette bestemmer integrationskonstanten c.
Vi far da til sidst

eller

D\ cospo
to —
g 2

De to understregede formler giver P,’s polere koordinater. De retvink-
lede bliver da .
x = zsin 0
Y = 25—z cos 0.

I disse formler er p, en konstant — for de danske kort 34°. Beregning efter
formlen for z er naturligvis ubehagelig, men z findes tabuleret som funk-
tion af bredden. Som eksempel hidsettes et tilfeldigt udsnit af denne
tabel, beregnet under hensyntagen til de ovenfor udeladte elliptiske led.
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@ z 1 meter

57°08" 4185 096,642
09" 4183 240,535
10" 4181 384,412
117 4179 528,273

Ved hjelp af den nzvnte tabel gir beregningen hurtigt og nemt. Men
da der er tale om en konform afbildning mellem to ortogonalsystemer,
kan afbildningen naturligvis ogsa fremstilles ved en analytisk funktion,
med andre ord gennem potensraekker. Disse rekker er uundveerlige, ikke
alene ved teoretiske overvejelser, men ogsé sé snart den konforme koniske
projektion skal kombineres med andre projektioner. Deres fremstilling
skal ikke gennemgas her, den er principielt simpel, men kraver nogen
regning. Som illustration anfores reekkerne med koefficienterne i hele
meter (i praksis anvendes de med indtil 4 decimaler, hvorved der selv-
folgelig ogsa optraeder flere led).

4809229 Ap—58 Ap2+117 Ap®+-2 Ag*)

Y= (
23+ 8572— 250 Ap)
(

x= A(=177757+ 12429 Ap— 2 Ap>+ 5 Ag?)

S+ 48— 3dp)
hvor Ap = 10~%(p—556°)" og A = 107%(Lg,, —10°22'40")"".

Regning efter disse formler kan ogsd lettes ved tabeller, idet man kan
tabulere parenteserne som funktioner af bredden.

Som det fremgar af det foregéende, er malestoksforholdet kun 1 pé
bergringsparallellen. Og den reducerede malestok — f. eks. 1:20 000 —
der gzelder det trykte kort, er kun helt rigtig pa4 denne linie. Vi vil nu se,
hvormeget det afviger fra 1 et tilfeeldigt sted i kortet. Af de tidligere af-
ledte formler finder vi

P \ cospo
te £
%
N - COS Py
tg?—io tg _]_7 €08 Po
m_zcosp‘,: 2 _Rtgpooos ) 2
Rsinp Rsin p Rsin p 0 " Do
P .
cos Po
to =
sin p, &%
sin
p tg Po

2
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Vi seetter p = p,+4 og udvikler m i en Taylorrekke efter 4. Gar vi til
2. orden, far vi hovedleddet frem. Vi danner forst

In m = In sin py—In sin p-+-cos p, In tg %—cos Po In tg %

Indssetter vi heri
A2 1

2 sin? Do

In sin p = In sin py+4 - cot py—

og
1 A2 cos p,

p Do
Intg= =Intg—-+4- —
o g2 " g2+ sin p, 2 sin?p,

A2 A2
far vilnm = - og altsd m = 1+ > hvor altsd A4 er breddeforskellen

i rent tal. Vil vi i stedet regne 4 i grader, far vi

1 1,5 Az
m = — A%,
+104

Inden for Danmarks omrade kan malestoksforholdet séledes afvige indtil
1 9/, fra enheden. Et 20000-dels kort over Vendsyssel har altsa i virkelig-
heden malestokken 1:19990, hvad der naturligvis er umerkeligt i det
trykte kort, men foleligt ved gkonomiske opmélinger.

Storcirklerne pa kuglen afbildes i kurver i planen under bibeholdelse af
skeeringsvinklernes storrelse. Men billedkurverne er ikke rette linier. Buen
AB pa kuglen afbildes i en kurve 4,B,, der danner en vis vinkel f med
den rette linie 4,B,. 8 er kun lille — hgjst et par bueminutter — s& det
er klart, at det er muligt at fremstille et udtryk for §, som kan beregnes
pa grundlag af en forelgbig grov koordinatberegning, eller eventuelt
grafisk efter et forelgbigt kort. Vi skal her kun anfgre formlen for S.
COS Py—COS P

g =

9 (1131—-—2’,') ’

2 COS P,

hvor x, er abscissen til sigtepunktet B, medens de andre storrelser refe-
rerer sig til standpladsen 4.

Vi er altsd nu i stand til at korrigere de pa kuglen malte vinkler til de
tilsvarende plane vinkler. Med andre ord: vi ville veere i stand til at be-
stemme triangulationspunkternes plane koordinater direkte — helt uden
indfgrelse af geografiske koordinater. Den vej har man faktisk benyttet
ved en anden projektion, der anvendes i Danmark, men da den ikke be-
nyttes ved korttegningen, skal den ikke nermere omtales her. Tenker
man sig koordinaterne fremstillet pa denne made, ser man ogsad klart
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det tidligere nevnte faktum, at kortbilledet er uafhaengigt af ellipsoide-
valget. B er jo med sine fa cifre ufolsom over for forskellen mellem de
forskellige mulige ellipsoider.

Som vi har set, kan vi ved den overordnede triangulation — en sidan
som er vist pa fig. 1 — foretage vore beregninger enten sfzrisk eller plant.
Gar vi over til at betragte udfyldningstriangulationen, der skal skaffe
os koordinerede punkter med en teethed, der er passende til topografisk
brug, vil man oftest regne i planen. Her vil afstandene nemlig som regel
veere s korte, at man helt kan se bort fra retningskorrektionerne. De
tre almindeligste metoder til punktbestemmelse er illustreret i figurerne
4, 5 og 6. A, B (og M) tenkes at vere kendte. P er det sogte punkt.
Vinklerne « og § males.

Ved fremskeringen (fig. 4) kan man direkte opskrive ligningerne for
linierne AP og BP, hvorved P’s koordinater bestemmes. Sideskeringen

P P

/ \

/ \
S/ \
/ \
\ \
\
\
\
\
\
A B

A B
Fig. 4 Fig. 5

(fig. 5) fores direkte tilbage til en fremskering, idet trekantens tredie
vinkel beregnes.
Tilbageskeringen (fig. 6) giver anledning til lidt flere problemer. Figu-

Fig. 6
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ren lader sig selvfglgelig oplose trigonometrisk og dernsest beregne som
en fremskeering, eventuelt kan oplesningen foretages iterativt. Men nok
s& morsomt er det at lgse opgaven analytisk-geometrisk. Direkte er P jo
skeeringspunkt mellem de to cirkler, der rummer vinklerne « og 8, og som
star pa de givne liniestykker. Men beregningsmeessigt er dette ikke nogen
bekvem fremgangsmade. Simplere er det at henfgre bestemmelsen til
skeering mellem en cirkel og en ret linie. Metoden er antydet i fig. 7.
Vi teenker pa A ABP’s omskrevne cirkel. PM tenkes forlenget til skee-
ring med cirklen i . S& er / QAB = p og / @BA = «. Med andre ord:
A AQB kan konstrueres. Dernsest kan cirklen tegnes og QM forlenges
til skeering med cirklen i P.

En endnu simplere metode, hvor P fremkommer som skaringspunkt
mellem to rette linier, er vist i fig. 8. Den benyttes i praksis ved maskin-

Fig. 8

regning, men kan ogsd fra et paedagogisk-matematisk synspunkt have
sin interesse. Vi tenker pa de to cirkler, der gar gennem A, M og P,
henholdsvis B, M og P. Fra M tenkes diametrene MC og MD tegnet.
S8 er / AMC = 90—« og / BMD = 90—p. Endvidere ligger C, P og
D pé ret linie. Konstruktionen sker da siledes: C bestemmes ved frem-
skeering fra 4 og M, og D ved fremskering fra B og M. Fra M fwzldes
normalen pa CD. Fodpunktet er det sggte punkt P. Som man ser, er
figurens cirkler de to sedvanlige cirkler, der rummer vinklerne x og f,
men cirklerne tegnes ikke; konstruktionsfiguren indeholder kun rette
linier.
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For en ikke-geometer fortoner gjerne konstruksjonsproblemer seg som
en disiplin som er uten noen almen teori, og hvor mer eller mindre til-
feldige »knep« ma brukes for 4 komme frem til en lgsning. (Det samme
inntrykk har forresten en ikke-tallteoretiker om visse omrader av tallteo-
rien). Horer man til den forst nevnte kategori av matematikere, vil man bli
gledelig overrasket ved gjennomlesning av denne bok over hvilket solid
teoretisk fundament denne gren av matematikken likevel har.

Det vil ga for langt her & gi en detaljert beskrivelse av bokens innhold.
Jeg ma ngye meg med & trekke frem enkelte avsnitt som serlig har til-
trukket seg min interesse.

Forfatteren begynner med & gi en klar definisjon pa hva man forstar
med konstruksjon ved hjelp av visse gitte hjelpemidler, sa som linjal, pas-
ser, vinkellinjal etc. Det spesielle tilfelle hvor bare passer og linjal er til-
latt, og som jo er det vi vanligvis forstar ved konstruksjon, far sitt teore-
tiske grunnlag tilrettelagt i paragraf 6. Ellers omhandler de forste para-
grafer konstruksjoner ved bruk av 1) bare linjal, 2) linjal og en gitt regu-
lzer polygon i planet 3) linjal nar det er gitt en sirkel og dens sentrum. I
de etterfolgende paragrafer (til 6) studeres bl. a. konstruksjoner ved bare
bruk av passer, ved hjelp av parallell-linjal, og ved bruk av vinkel-linjal.
Paragraf 13 omhandler vinkelens tredeling og kubens fordobling. Her be-
nytter forfatteren seg av et bevis av Edmund Landau, som man har
funnet pa et ark blant H. A. Schwarz’s etterlatte papirer. Arket har
overskriften yEdmund Landau, stud. math., Berlin, den 28. Juni 1897«.
Forfatteren skriver: »Wir haben auf diesem Blatt die erste selbststindige
Leistung des grossen Mathematikers vor uns«. — I boken er beviset frem-
stillet slik: La polynomet

(1) 2+, +ax+ay
[59]
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vere irredusibelt i tallkroppen K som a,, @, 0og a; tilhgrer. La K, vere den
tallkropp som fremkommer av K ved & adjungere kvadratroten av et tall
i K (denne kvadratrot er selvsagt forutsatt ikke & tilhore K), videre K,
den tallkropp som fremkommer av K, pa samme méte etc. Man viser né
at (1) ikke kan ha noe nullpunkt som tilhgrer K, uten ogs & ha ett som
tilhgrer K, _,. La nemlig

T, = a—{—bl/ﬁ
veere et slikt nullpunkt, (a, b og R tilherer K, _,, altsa b = 0), da mé ogséd
Ty = a—bVE
veere et nullpunkt. Betegner man né det tredje nullpunkt i (1) med x; s& er
Ty = — O —X1— Ty = —A;—20

et tall i K, ,, hvilket er i motstrid med forutsetningen. Har (1) et null-
punkt i K, ma det derfor ogsa ha et nullpunkt i K, ;, og herav ved in-
duksjon, i K, hvilket er umulig siden (1) er forutsatt irredusibel. Herav
folger lett at man ikke med passer og linjal kan konstruere en vinkel p4
20°. Tallet x = 2 cos 20° tilfredsstiller nemlig 3dje-gradsligningen

3—3x—1=0.

Skal konstruksjonen vare mulig, m4 denne ligning ifslge det foregdende
ha en rasjonal rot, hvilket man lett ser at den ikke har.

(Problemet med kubens fordobling leder til den irredusible ligning
23—2 = 0 og lar seg derfor av samme grunn ikke lose).

Forfatteren har forgvrig pa dette punkt ogsd noen interessante inn-
vendinger & gjore mot et bevis av van der Waerden. Dette bygger pa at

x3—3xr—2 cos o

ved variabel « er et irredusibelt polynom i z, d.v.s. at det i tallkroppen
K(1, cos «) ikke gis noe kvadratrotuttrykk som tilfredsstiller ligningen

x3—3x—2cosx = 0.

Herav folger, som forfatteren sier, kun at det ikke gis en bestemt kon-
struksjonmate hvoretter det er mulig & tredele en vilkarlig vinkel, men det
forhindrer ikke at det i hvert enkelt tilfelle kunne eksistere en individuell
lgsning for tredelingen.

P4 noen fa linjer vises videre ved en funksjonsteoretisk betraktning at
det hoyst gis et endelig antall vinkler som lar seg tredele ved en bestemt
konstruksjonsprosess. Til slutt behandles sporsmélet om de tredelbare
vinkler hgrer til unntagelsen eller regelen. Det blir vist at mengden av
de tredelbare vinkler er avtellbar, mens mengden av de ikke tredelbare
har samme mektighet som kontinuet. — Problemet om vinkelens trede-
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ling har jo alltid gvet en sterk tiltrekning pa ikke-matematikere (Jamfor
historien om skomakeren i Grenkeping som hadde lgst problemet »dven
utan at begagna de tillatna hjilpmedeln passare och linjal«). Matemati-
kerne regner seg for ferdige med det. At det likevel har veert nye sider av
problemet & ta opp til undersgkelse har Bieberbach tilfulle vist i sin
bok. Riktignok sitter man tilbake med felelsen av at na kan det ikke veere
mere igjen & gjore her. — Om andre amaterer som kan fremvise et for
vitenskapen mere positivt resultat enn den for nevnte skomaker, far vi
hore om i paragraf 26, hvor vi igjen vender tilbake til problemet, men
ni for 4 finne en best mulig tilnseermet konstruksjon. Her er bl. a. gitt en
metode av maleren Albrecht Diirer, og en av skreddermester Kopf i
Ludwigshafen.

Paragraf 28 omhandler moderne transendentundersgkelser og tilneer-
mede konstruksjoner for tallet m. For at tallet m er transendent blir
her gitt et bevis av Siegel, som bygger pa en metode av Gelfond.

De to siste paragrafer, 29 og 30, omhandler konstruksjoner med passer
og linjal pa en kuleflate, og har tilknytning til arbeider av de danske
matematikere T. Bonnesen og D. Fog.

Som fer nevnt lar det seg vanskelig gjennomfere a gi en oversikt over
alle bokens kapitler, la det derfor veere sagt til slutt at boken kan anbe-
fales pa det beste.

Sigmund Selberg.

Warter L1ETZMANN : Anschauliche Einfihrung in die mehrdimensionale
Geometrie. Verlag Oldenbourg, Miinchen 1952, 216 sider, heftet DM. 19.50.

Boken bygger pé resultater etter foredrag og kollokvier holdt ved Uni-
versitetet i Gottingen. Da den er en »Einfithrunge, er den selvsagt ikke
seerlig videregdende, men med sine par hundre sider tar den sin monn igjen
i bredden. De siste kapitler handler f. eks. om ikke-euklidisk geometri,
tid-rommet med Lorentz-gruppen, dennes invarianter m. m.

Imidlertid er den storste delen viet de forskjellige slags polytoper, og
her finner en slike ting som Eulers polyedersats, generalisert til flerdimen-
sjonale rom. Videre behandles hyperkjegler, hypersylindre og hyperkuler.
Til enkelte kapitler er foyet et Anhang med litt vanskeligere stoff enn det
gvrige.

Anskueligheten bestdr — som en jo kunne vente — i at en studerer
figurenes projeksjoner i tredimensjonale rom.

Forfatteren har i en rekke tidligere leerebgker vist at han er en forste-
rangs pedagog, og den siste boken stadfester dette i hoy grad.

John Olav Stubban.
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DEN TOLVTE |
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kommer att #iga rum i Lund den 10—15 augusti 1953. Inbjudan och
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OPPGAVER

Den oppgave som er merket med * er forholdvis vanskelig. De som
lgser den, anmodes om & sende lgsningen til redaksjonen innen 1. julii ar.
Den beste lgsning blir offentliggjort.

De andre oppgavene er lettere. De kan til dels utnyttes i undervisningen
pé forskjellige skoletrinn. Losninger av dem blir ikke offentliggjort.

1. La p og ¢ veere naturlige tall. Vis at

o0 1 1 /s s |
y’ = (_p__q ) |
= n(n+p)(nt+q) qg—p\p q>

1 1
der sn=1—i—§—{—...—|—’;. R.T. L.

%2, La 0 < p; < Py <...< p, veere hele tall. Vis at
1

% (n+p1)(n+p,) . . . (n+p,) -

Z—Ikl S

Pe(Ds—D1) - - - (Pi—Dioer) Prsr—Pp) - - - (Pr— 1)
1

1
der s, = 1+E+ . .—i—é—l. R.T L.
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3. Der er forelagt en determinant af nte orden, hvor samtlige elementer
pa hoveddiagonalen er lig med x, medens alle gvrige er lig 1. Skriv det
herved bestemte polynomium i # som et produkt af faktorer af forste grad.

Fra dansk landinspektereksamen 1951
(med let endret tekst).

4. Vis at hvis n—1 og n+1 er primtall stgrre enn 5, s& mé n veere dele-
lig med 6 og ha 0, 2 eller 8 som siste siffer. L J.

5. Vis at hvis p er et primtall storre enn 3, s ma p*—1 veere delelig
med 24. I.J.

6. Vis at mellom n!+1 og n!4+n+1 fins det ikke primtall. (n! betyr
1:2:3-...n.) I.J.

7. Vis at hvis p er et primtall, og n er delelig med alle primtall mindre
enn p, s er det ingen primtall mellom n+1 og n—+p. I.J.

SUMMARY IN ENGLISH

A GENERALIZATION OF THE FORMULA OF SIMPSON FOR
NON-EQUIDISTANT ORDINATES. Vieco Brun.
Written in English. See p. 10.

A DIDACTICAL REMARK TO THE INTRODUCTION OF COM-
PLEX NUMBERS. SvEND BUNDGAARD.

The original way of introducing complex numbers as symbols «-14f,
where ¢ is a »new number¢, satisfying the equation 2 = —1, and the
modern habit of starting by defining addition and multiplication within
the set of pairs («, §) of real numbers have each of them didactical ad-
vantages and disadvantages.

The following combined procedure is proposed: 1) Definition of E-do-
main (i. e. field containing the real number system as a subfield). — 2)
Problem: to construct a »smallest« R-domain such that the equation
2241 = 0 is solvable. — 3) Analysis of the problem: properties of a hypo-
thetical E-domain of this kind. — 4) Impossibility of essentially different
solutions. — 5) Construction by aid of number pairs.
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A THEOREM BY FARY WITH ELEMENTARY APPLICATIONS.

O1T0 FROSTMAN.
)

Let v be the angle between two straight lines in space, and let ¢(n) be
the angle between the orthogonal projections of the same lines into a

>
plane with normal n. A theorem by Istvan Fary states that the mean

value of qo(Z) over all directions ;, is equal to v. Fary’s proof is given, and
it is shown how the following series of elementary propositions of solid
geometry can be established as consequences of it:

1) In any three-sided polyhedral angle the sum of two face angles is
greater than the third one.

2) In every convex polyhedral angle the sum of the face angles is less
than 2.

3) In an n-sided convex polyhedral angle the sum of the edge angles
is greater than (n—2)m and less than (n—2)z--the sum of the face angles.

4) If O is an inner point of the tetrahedron ABCD, w the sum of the
six angles between OA4, OB, 0C, and OD mutually, and v the sum of the
twelve angles between these lines and the edges of the tetrahedron, then
wu+v = 6m, and 27 < v < 37w < u < 4.

5) The sum of the edge angles in a tetrahedron is greater than 2z and
less than 3.

THE TEACHING OF GEOMETRY IN HIGH SCHOOLS. P. RUBIN-
sTEIN, VILJo O. LAINE, BJORN RuDBERG, S. AstraND, E. LUNELL and
C. E. SJOSTEDT.

Report from a discussion at a meeting in Stockholm. In spite of diffe-
rent opinions in details there was on the whole a remarkable tendency to-
wards using more heuristics, especially at the incipient stage.

COORDINATES IN DANISH MAPS. HENRY JENSEN.

In all Danish maps a conformal conic projection of an ellipsoid of revo-
lution is employed. To illustrate in a simplified case some problems arising
in this connection, a conformal mapping of a sphere into one of its tangent
cones is considered. Using rectangular coordinates (Danish Lamberts) in
the plane where the cone is evolved, formulas for the mapping are devel-
oped. The variation of the scale and the angular corrections are studied.
Finally some geometric constructions in connection with triangulations
are given.




