NIELS HENRIK ABEL

FR. LANGE-NIELSEN

De ytre omrids av Abels liv t6r veere vel kjent. Men da enkelte Abel-
biografier og de fleste oppslagverker gir et noksé fortegnet billede av hans
liv og skjebne, kan det veere pa sin plass 4 gi en oversikt over hans levnets-
16p som en innledning til en omtale av hans videnskapelige innsats.

Niels Henrik Abel ble f6dt 5. august 1802, og han déde 6. april 1829
seksogtyve ar og otte maneder gammel. Han tilhorte en embetsslekt, hans
far og farfar var prester og hans oldefar var raidmann i Bergen. Hans mor
var en kjobmannsdatter fra Risor. I hans férste barndom var forholdene
i hjemmet lyse, og 6konomien var god. Hans morfar var p& den tid en
rik mann, som bl. a. skjenket hele 2000 spesiedaler til Norges universitet
ved dets opprettelse i 1811. Under de forvirrede 6konomiske forhold i
drene efter 1814 mistet Abels morfar hele sin formue, og samtidig ble ogsa
hans foreldres 6konomiske stilling av mange &rsaker meget bekymrings-
full. Abels far var en begavet mann, som hadde en meget god teologisk
embetseksamen fra universitetet i Kébenhavn. Han ble ridder av Danne-
brog for sine fortjenester av kystforsvaret i sitt prestegjeld i 1801. Han
ble valgt til stortingsmann bade i 1814 og i 1818. Men han var ingen sterk
karakter, og i hans siste levear var forholdene i hjemmet ulykkelige.
Abels mor skildres som »helt karakterlos« og drikkfeldig og ogsa hans far
13 i sine siste 4r under for den samme svakhet. Faren déde i 1820 og efter-
lot enke og seks barn i stor fattigdom. Niels Henrik var familiens eneste
hép, og de store byrder som hans sérgelige familieforhold la pa ham bade
6konomisk og pid annen mate, var den vesentligste arsak til de vanske-
ligheter han motte i sitt liv.

Hosten 1815 kom Abel inn p& Christiania Katedralskole. Skolen dis-
ponerte adskillige legater, og Abel hadde i hele sin skoletid friplass og
stipendier. Fra begynnelsen av 1818 fikk skolen en ny matematikklzrer,
den senere professor Bernt Holmboe. Abel hadde ogsé tidligere klart seg
fint i matematikk, men under Holmboes vekkende undervisning tok hans
utvikling som matematiker straks en meget sterk fart, og Holmboe har
innlagt seg uvisnelig fortjeneste ved sin veiledning av Abel. Han ga ham
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privatundervisning og gjennomgikk bl. a. en rekke av Eulers verker med
ham, og han lot ham ogs4 ellers lese de store klassikere. Nar Felix Klein
sier: »Abel war vollig Autodidakt« (Vorlesungen iiber die Entwicklung
der Mathematik im 19. Jahrhundert, Berlin 1926, s. 101), s forekommer
uttalelsen meg ikke helt treffende, og dette gjelder enda mer Kleins ut-
talelse om »die wenigen ihm zugénglichen Biicher«. Det norske universi-
tetsbibliotek var i virkeligheten forbausende godt forsynt med matema-
tisk litteratur, og Katedralskolens og universitetsbibliotekets utlanspro-
tokoller viser at Abel bade i sine siste skoledr (1818-21) og under sin
studietid ved universitetet (1821-25) lante en imponerende mengde
matematiske verker. Da han i 1825 drog ut pé sin store utenlandsreise,
hadde han gjennom iherdige studier ervervet seg et grundig kjennskap
til sin samtids matematiske viden. Men det er riktig at de elementeere
forelesninger som den gang ble holdt ved Christiania universitet, ikke
kunne gi Abel noe som helst, da han alt fra skoledagene hadde kunn-
skaper som gikk meget videre.

Mellom Abel og hans lerer Holmboe utviklet det seg snart et varmt
personlig vennskap som aldri kjélnet, og som ble et av de viktigste stétte-
punkter i Abels liv. Men det var ogsa andre som stéttet ham. Holmboe
ble aldri trett av & forkynne hvilket matematisk geni hans unge elev var,
og i de sma forhold i Christiania den gang forplantet Abels ry som mate-
matiker seg ogsd til Universitetets leerere allerede for han var ferdig med
skolen. Vi har en uttalelse fra denne tid fra professor Chr. Hansteen, hvor
denne omtaler Abel som et stort geni og sier at man vil skaffe ham 6ko-
nomisk stétte nar han blir student, og man »venter da engang i ham at
see en af Jordens férste Mathematici«. Hansteen var professor i anvendt
matematikk og hadde en innflytelsesrik stilling ved Universitetet. Han
ble en av Abels virksomste velyndere.

Det er sikkert ikke mange universiteter som har mottatt en ung stu-
dent med s& stor varme og velvilje som det unge og fattige norske univer-
sitet motte Abel med, da han i 1821 hadde tatt sin studentereksamen.
Han fikk straks en plass pa Regensen, en universitetsstiftelse for fattige
studenter. For & sikre at han skulle kunne vie seg til studiene, skjét uni-
versitetets - leerere sammen til en ménedlig understottelse til ham. De
apnet ogsa sine hjem for ham. I 1823 forarte professoren i matematikk,
Rasmusen, Abel 100 spesiedaler til en reise til K6benhavn for at han
kunne gjore bekjentskap med danske matematikere. I januar 1824 fore-
slar universitetet at staten skal bevilge Abel et reisestipendium til utlan-
det og en fast understottelse hjemme inntil han kan tiltre reisen. Finans-
departementet og Kirkedepartementet mente imidlertid at Abel var sa
ung at han fremdeles burde bli hjemme et par ar for ved universitetet &
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utdanne seg videre »i de Sprog og andre Bividenskaber, som det er tro-
ligt at han i hans endnu havende unge Alder ikke besidder i den Grad
som det kunde ansees 6nskeligt for at han med fuld Nytte for sin Hoved-
videnskab skulde kunne anvende det paatenkte Ophold ved fremmede
Universiteter¢, og de bevilget ham derfor i mars 1824 et hjemmestipen-
dium pa 200 spd. arlig i inntil to ar. At Abels utenlandsreise ble utsatt
pé grunn av de nevnte departementers holdning har senere veert kritisert
fra enkelte hold, men kritikken er neppe berettiget. Med den stétte han
nu hadde fatt kunne han arbeide uforstyrret videre, og den tiden han ennu
ble hjemme har hatt stor betydning for hans utvikling som matematiker.
Han offentliggjorde sine forste arbeider i »Magazin for Naturvidenska-
berne¢, som ble redigert av Hansteen.

I august 1825 ble hans fornyede ansékning om reisestipendium inn-
vilget. Han fikk 600 spd. arlig i to ar, en for den tid ganske stor sum.
Dessverre matte han av denne bevilgning efterlate noen penger til sine
brddre, for han i september 1825 drog ut p4 sin store reise. Han oppholdt
seg i Berlin til varen 1826, fulgte s& sine norske venner pa en noksé kost-
bar reise over Osterrike, Nord-Italia og Schweiz, var i Paris fra juli til
desember 1826 og atter i Berlin fra januar til mai 1827, da han vendte
tilbake til Christiania. Allerede under sitt forste opphold i Berlin vant han
en trofast venn i geheimerad Crelle, som i 1826 startet det beromte tids-
skrift »Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, til hvilket han
straks knyttet Abel som medarbeider. Det meste av Abels senere pro-
duksjon ble trykt i dette tidsskrift.

Mens Abel var i utlandet inntraff allerede hosten 1825 en begivenhet,
som senere har gitt anledning til sterk kritikk mot universitetet. Dette
innstillet nemlig Abels leerer Holmboe til stillingen som lektor i matema-
tikk efter professor Rasmusen som hadde s6kt avskjed. Holmboe ble
ogsé utnevnt og dermed var universitetets eneste faste leererstilling i ren
matematikk beslaglagt. Fakultetet er i denne forbindelse naturligvis fullt
oppmerksom p& Abel. Det mener imidlertid at Holmboe vil passe bedre
til denne stilling hvor det vesentlig skal undervises i elementer matema-
tikk, men fakultetet erklerer samtidig at Abel er »fortrinlig skikket til
at beklede en Learerpost i den hbiere Mathematik, som man maaske turde
gjore sig Haab om med Tiden at see oprettet ved Universitetet«. Fakul-
tetets uttalelse slutter med & fremheve »hvor vigtigt det vil vare, saavel
for Videnskaberne i Almindelighed, som for vort Universitet i Seerde-
leshed, at ei Student Abel tabes af Sigte«. Universitetet la adskillig vekt
pd at den nye lektor matte kunne overta undervisningen allerede i ja-
nuar 1826, og at man ikke uten skade for Abels arbeide kunne avbryte
hans utenlandsreise. Det har senere veert innvendt mot dette at Abel
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kunne ha vert utnevnt, og s4 kunne Holmboe ha vikariert for ham. Det
er ikke naturlig & forlange at fakultetet skulle resonnere slik. Abel var
bare 23 ar, og han var nettopp sendt ut med et reisestipendium. Det var
derfor uvisst nar Abel i tilfelle kunne ha overtatt stillingen, og universi-
tetet var sa beskjedent utstyrt med lererkrefter, at det ble ansett nod-
vendig 4 f4 den nye mann straks. Fakultetet hadde den gang ingen grunn
til 4 anta at den stilling det her gjaldt, skulle bli Abels vesentligste chanse.
Det er heller ingen ting som tyder pa at Abel selv skulle ha f6lt universi-
tetets avgjorelse som noe skjebneslag.

En mere berettiget kritikk har veert rettet mot myndlghetenes hold-
ning overfor Abel, da han i mai 1827 kom hjem fra sin reise. Reisestipen-
diet var da forlengst oppbrukt, bl. a. fordi Abel ogsé hadde méttet stotte
sine brédre. Reisen hadde dessuten falt dyrere enn beregnet, hvilket del-
vis skyldtes en overflodig kostbar reiserute, og delvis at Abel neppe var
noen fremragende konom. Den siste tiden i Berlin hadde han levet pa
1an fra Holmboe.

Ved hjemkomsten anbefalte universitetet straks en ny bevilgning til
ham. Finansdepartementet svarte imidlertid helt avvisende. Denne be-
klagelige holdning kan delvis forklares ved at reisestipendiet var ment &
dekke tiden helt til september 1827. Abel sendte da inn en ny ansékning,
som igjen ble varmt anbefalt av universitetet, og under sakens videre
behandling pekte universitetet pa at det bare gjaldt 4 skaffe Abel under-
stottelse i en kortere tid, da han snart ville kunne paregne & fa en stilling
som vikar for professor Hansteen, og resultatet ble at det i begynnelsen
av september 1827 ble bevilget Abel 200 spd. for aret 1. juli 1827—1. juli
1828. Departementet hadde ment at bevilgningen skulle vzare forskudd
pa senere lénn, men universitetet satte seg ut over dette og bevilget
Abel belopet som et nytt stipendium.

I oktober 1827 fikk Abel mot kausjon av Holmboe og Hansteen et
banklan pa 200 spd. (som kausjonistene senere métte betale mestepar-
ten av). Fra 1. januar 1828 ble Abel vikar for Hansteen ved den militeere
hoiskole, og i februar ble han — fremdeles som vikar for Hansteen — kon-
stituert som dosent ved universitetet med en 16nn pa 400 spd. arlig, fra
1. januar 1829 hevet til 600 spd. Disse ansettelser ga ham efter tidens
og landets forhold et rimelig levebrdd, men han var kommet meget for-
gjeldet hjem fra utlandet, og han matte stadig stotte sin familie, s hans
skonomiske stilling var fremdeles vanskelig.

Sommeren 1828 syntes det & &pne seg en mulighet for at Abel kunne f&
en stilling i Berlin. P4 grunn av visse forhindringer i Berlin kunne denne
plan ikke gjennomféres pa dette tidspunkt. Det vidner unektelig om smé
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og fattige forhold at den nevnte plan ikke beveget Universitet og myn-
dighetene til & sette noe inn pa & skaffe Abel en varig stilling hjemme.

Selv om det kan reises berettiget kritikk mot hjemlandets behandling
av Abel efter hjemkomsten fra utlandet, s ma det dog fremheves at
denne kritikk ofte har veert urimelig overdrevet og i darlig overensstem-
melse med de faktiske forhold. Tross alt skaffet Universitetet og hans
venner ogsa i denne tid ham dog savidt gode ckonomiske vilkar at hans
videnskapelige arbeide ikke ble hemmet. Han utfoldet i virkeligheten en
helt fabelaktig produktivitet fra han kom hjem og til han i januar 1829
ble liggende syk av tuberkulose pa Froland hovedgérd, en av Norges
fa herregarder. Han dode ikke i elendighet som det har veert pastatt, men
i et av Norges rikeste hjem hvor han néd den kjerligste pleie. To dager
efter Abels dod skriver hans venn Crelle fra Berlin at kallelsen til Berlins
universitet var endelig iorden. Han ville der ha kommet i ganske ander-
ledes gunstige forhold hva videnskapelig miljo angikk. Men 6konomisk
ville det neppe ha veert noen forbedring, for l16nnen var satt til 600 Tha-
ler, og med den 16nn ville Abel ikke ha fatt det rummeligere i Berlin, enn
han nu ville ha hatt det hjemme om han hadde fatt leve.

*

Skjont Abel har gjort en banebrytende innsats pad mange omrader av
matematikken har Sylow [2] sikkert rett i at han forst og fremst var alge-
braiker, og han har ogsa selv sagt at ligningsteorien var hans yndlings-
studium. Hans interesse for denne teori skriver seg helt fra skoledagene.
Atten ar gammel skrev han en nu tapt avhandling hvor han mente 4 ha
funnet en algebraisk 16sning av den alminnelige 5tegradsligning. De nor-
ske matematikere har vel neppe folt seg kompetente til & bedomme av-
handlingen, og Hansteen sendte den da til professor Degen i Kébenhavn
med anmodning om at han ville fremlegge den for Det kongelige Viden-
skabsselskab. I et brev av mai 1821 skriver Degen at han gjerne vil frem-
legge avhandlingen, men at han férst vil ha metoden anvendt pa et nu-
merisk eksempel. Abel hadde da imidlertid selv funnet feilen i sitt re-
sonnement. Degen skriver videre i det nevnte brev: »Neppe kan jeg ved
denne Anledning undertrykke det Onske, at den Tid og de Aandskrzf-
ter, et Hoved som Hr. A. skjenker en i mine Oine noget steril Gjenstand,
maatte ydes et Emne, hvis Uddannelse vil have de vigtigste Folger for
hele Analysen og dens Anvendelse paa dynamiske Undersogelser, jeg
mener de elliptiske Transcendenter. Ved tilborligt Anleg for Undersigel-
ser af dette Slags vil den alvorlige Gransker ingenlunde blive staaende
ved disse ellers i og for sig selv hoyst maerkveerdige Functioners mange og
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smukke Hgenskaber, men opdage maghellanske Gjennemfarter til store
Partier af eet og samme uhyre analytiske Ocean«. Det siste var en i sannhet
vellykket og imponerende profeti, som har bevart Degens navn i mate-
matikkens historie. Men det forste rad om & forlate den »sterile gjenstand«
fulgte Abel heldigvis ikke. Han var nu blitt overbevist om at en algebraisk
16sning av ligninger av femte og hoyere grad i alminnelighet ikke var
mulig, og han satte seg det mal & bevise umuligheten. Han nadde dette
mal og offentliggjorde sitt bevis i 1824 i en liten avhandling skrevet pa
fransk og trykt pa hans egen bekostning i Christiania. For & spare penger
hadde han redigert avhandlingen sa knapt at den ikke var lett a forsta.
Han offentliggjorde derfor senere i Berlin en utférligere redaksjon i 1.
bind av Crelles Journal (1826), men tankegangen var helt den samme.
Ved en algebraisk l6sning (en 16sning »ved rottegn« som vi kort sier) me-
nes som bekjent en 16sning ved hvilken ligningens rotter uttrykkes ved
ligningens koefficienter ved hjelp av de fire férste regningsarter og rot-
utdragning. Abel gjennomférer forst den enklere oppgave & bestemme
den alminnelige form for et slikt rotuttrykk, og viser s&, hva der er be-
tydelig vanskeligere, at ingen slik form kan tilfredsstille en alminnelig
ligning av 5. eller hoyere grad. Han benytter herunder bl. a. en ny setning
av Cauchy om det antall verdier en rasjonal funksjon av n storrelser kan
anta ved permutasjon av disse storrelser. Ved dette arbeide var Abel
tradt inn i rekken av de store matematikere, men det tok dessverre ad-
skillig tid for det ble erkjent.

Skjont det bryter den kronologiske fremstilling er det mest hensikts-
messig 4 nevne Abels senere rent algebraiske arbeider her. I alminnelig-
het kunne ligninger av hoyere grad altsd ikke 16ses ved rottegn. Men for
spesielle ligninger var dette mulig, og Abel stillet seg som neste mal &
bestemme hvilke klasser av ligninger som var algebraisk l6selige. Dette
emne kom han stadig tilbake til hele resten av sitt liv. I sine arbeider om
elliptiske funksjoner (hvorom senere) fant han en mengde eksempler pa
slike ligninger. Han fikk bare offentliggjort ett storre rent ligningsteore-
tisk arbeide, nemlig den berémte avhandling om den klasse algebraisk
loselige ligninger, som eftertiden har gitt navnet de Abelske ligninger.
Denne avhandling ble sendt til Crelle i mars 1828, men ble forst trykt et
ar senere, noen dager for Abels dod. Den algebraiske loselighet beror her
pa visse rasjonale forbindelser mellom ligningsréttene. I Abels efterlatte
papirer fantes videre et likesd berémt bruddstykke av en storre avhand-
ling »Sur la résolution algébrique des équations¢, som selv i denne ufull-
endte form inneholder fundamentale resultater. Fra et historisk syns-
punkt er det av interesse at man her i forbindelse med Abels innférelse
av et vilkarlig rasjonalitetsomrade har ment & finne de forste spirer til
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begreper som tallegeme og dermed beslektede begrepsdannelser. (jfr. Bell
[9] s. 214).

Abel star i disse arbeider som den neermeste og mest direkte forloper
for Galois. Det er foruten hele tankegangen i den ovenfor nevnte avhand-
ling om de Abelske ligninger serlig Abels nye og fruktbare definisjon av
en lignings irreduktibilitet og hans anvendelse av den stérrelse som senere
er blitt kalt Galois’ resolvent, som har hatt betydning for Galois’ arbei-
der (jfr. Sylow [2]). Det er pa det rene at Galois har studert Abel, som er
en af de fa forfattere som han citerer. Men Galois nadde gjennom det
gruppeteoretiske synspunkt som det lykkedes ham & gjennomfore, ennu
langt videre enn Abel, og det er intet som tyder pa at Abel har sett lig-
ningsteorien fra et sa hoyt liggende utsiktspunkt som Galois.

Tiden fra Abel i 1824, 21 ar gammel, gjennomforte sitt umulighetsbe-
vis og til 1832, da Galois dode 20 4r gammel, er en helt enestaende periode
nar det gjelder ligningsteoriens utvikling. I disse otte &r gjorde denne
teori storre fremskridt enn i alle tidligere &rhundreder, og ogsa stérre enn
i tiden fra 1832 og til idag.

Det bor fremheves at det ikke er bare gjennom de arbeider som er nevnt
ovenfor, at Abels algebraiske interesser kommer til syne. Hans algebrai-
ske synspunkter og metoder spiller en vesentlig rolle ogsa i flere av hans
viktigste arbeider fra andre omrader enn ligningsteorien, serlig da i be-
viset for det store Abelske teorem og i hans undersékelser over de ellip-
tiske funksjoner.

De arbeider Abel hadde offentliggjort f6r umulighetsbeviset av 1824,
ble lenge ansett for & vere mindre betydelige. Forst trekvart arhundrede
senere ble man oppmerksom pé at et av dem var endog meget betydelig.
Det var en avhandling som var blitt trykt pa norsk i »Magazin for Natur-
videnskaberne« i 1823. Den viktigste del av denne avhandling ble trykt
opp igjen pa tysk i 1. bind av Crelles Journal. Abel 16ser her en integral-
ligning, og det var forst gjennom Fredholms og Volterras oppdagelser om-
kring ar 1900, at betydningen av Abels arbeide ble klar. Tkke s& 8 forsté
at Abel hadde utviklet den moderne teori for integralligninger. Men som et
eksempel pa eftertidens dom kan nevnes at den amerikanske matematikk-
historiker E. T. Bell sier [9] s. 524—25: »It is customary to attribute the
origin of integral equations as a distinct department of analysis to Abel’s
solution« . ........ »no analyst before Abel recognized that integral equa-
tions presented a basically novel problem in analysis.« Abel rakk imidler-
tid ikke & ta opp dette emne igjen.

*
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En meget stor del av Abels produksjon gjelder integralregningen, dette
uttrykk tatt i en noksé omfattende betydning. Det dreier seg szrlig om
tre grupper av problemer:

1) A bestemme for hvilke funksjoner f(z) integralet S f(x)dx kan uttrykkes

i endelig form ved hjelp av visse klasser av funksjoner, nemlig ved
rasjonale, eksplisitt algebraiske, eksponentielle og logaritmiske funk-
sjoner (herunder kombinasjoner av et endelig antall av de operasjoner
som karakteriserer de nevnte funksjonsklasser). Disse funksjoner be-
tegnes som elementeare funksjoner.

2) A finne relasjoner mellom summer av bestemte integraler av samme
form, idet man underséker hvilken forbindelse som mé finne sted mel-
lom integralenes grenser for at de nevnte relasjoner skal besta.

3) Integralenes omvendingsproblem d. v. s. & studere x = @(u) nar
U = Sxf(t)dt. Istedenfor & betrakte det bestemte integral som en funk-

a
sjon av integralets 6vre grense skal man altsa betrakte integralets 6vre

grense som en funksjon av integralets verdi og klarlegge denne funk-
sjonssammenheng. (Dette problem kan vel snarere sies & tilhore funk-
sjonsteorien enn integralregningen).

De to forste problemgrupper hadde matematikerne tatt fatt pa alle-
rede p& 1600-tallet i differensial- og integralregningens forste tid. Omven-
dingsproblemet derimot ble férst fremlagt av Abel. For ham var det ikke
andre enn Gauss som for alvor hadde gitt seg i kast med det, og Gauss
hadde intet offentliggjort om disse undersokelser.

Abel erkjente i hoyere grad enn noen tidligere matematiker, at det
fantes dyptgaende forbindelser mellom disse tre problemgrupper, og denne
erkjennelse var av vesentlig betydning for de store oppdagelser han her
gjorde. Han inns at disse problemer grep inn i hverandre, slik at under-
sokelser p4 et av disse omrader kunne finne stétte i resultater fra et annet.
Han forte derfor disse undersokelser frem samtidig, hvilket serlig kom-
mer til uttrykk i det siste store, men dessverre ufullférte, arbeide han fikk
offentliggjort »Précis d’une théorie des fonctions elliptiques¢, trykt kort
tid efter hans dod. ’

Hva det férste problem angér, si hadde man lenge for Abels tid nadd
s8 langt at man kunne integrere de funksjonsklasser hvis integraler alltid
lar seg uttrykke ved elementeere funksjoner. Man var ogsd klar over at
integraler av algebraiske funksjoner i alminnelighet ikke kunne uttrykkes
p4 denne méate. Dette var dog mulig under spesielle betingelser. Abel
stillet seg da som mé&l & bestemme hvilke betingelser som maétte vere
oppfylt for at integrasjonen av algebraiske differensialer skulle kunne ut-



NIELS HENRIK ABEL 73

fores ved elementeere funksjoner, og det er typisk for ham at han fore-
satte seg & bestemme alle disse tilfeller. Selv om han ikke kunne gjennom-
fore hele dette program, si nddde han dog vesentlige resultater. Efter
bestemte uttalelser i det nettopp nevnte siste arbeide har han dessuten
pa dette felt sittet inne med meget, som han ikke fikk offentliggjort, og
som dessverre heller ikke hans efterlatte papirer gir noen meddelelse om.

Innenfor problemgruppe 2) forela det for Abels tid et fundamentalt
resultat, nemlig de elliptiske integralers addisjonsteorem, som var opp-
daget av Euler. Ved et elliptisk integral forsties et integral av formen
SR (x, [/f@)dx, hvor R er en rasjonal funksjon og f(x) et polynom i z av
3. eller 4. grad. Navnet er en historisk tilfeldighet, det skriver seg fra at
ellipsens buelengde uttrykkes ved et slikt integral. Et elliptisk integral
kan i alminnelighet ikke uttrykkes ved elementeere funksjoner. Matema-
tikerne stillet seg da den oppgave & undersdke om grensene i to bestemte
elliptiske integraler av samme form kunne fikseres slik at summen (eller
differansen) av de to integraler fikk et elementeert uttrykk. Efter at en
rekke forskere hadde arbeidet med slike og lignende problemer kom Euler
frem til sitt addisjonsteorem, som kan skrives pé folgende form:

S’” dt “!‘Sy dt :Sz dt
V(A=) 1—k22) YoV (1—2)(1—k22) o)/ (1—t2)(1—k?#2)

hvor

L V(=) (=) -y (1 —a?)(1—k?)
o 1— Fe2a2y?

Resultatet er altsad at summen av to elliptiske integraler av samme form
kan uttrykkes ved bare ett integral, hvis det siste integrals grense avhen-
ger algebraisk som ovenfor angitt, av de to forste integralers grenser.
Herav folger videre at summen av et vilkarlig antall slike integraler er
lik et eneste integral hvis grense kan uttrykkes algebraisk ved grensene
for integralene i summen. (Alle elliptiske integraler kan ved variabeltrans-
formasjoner overfores til tre normalformer. I alle tre har kvadratroten
den form som ovenfor er brukt. Ovenfor er gjengitt addisjonsteoremet
for de sakalte integraler av forste slags. Euler fant ogsa tilsvarende
addisjonsteoremer for elliptiske integraler av annen og tredje slags).
Den oppdagelse som av mange regnes som Abels ypperste, det store
Abelske teorem som det ofte kalles, er en meget vidtgiende generalisa-
sjon av Eulers addisjonsteorem. Ogséd Abel behandler her integraler av

formen SR(x, y)dx hvor R er en rasjonal funksjon av z og y, men istedenfor

som Euler & g& ut fra at y er bestemt ved ligningen y* = f(z) hvor fer et
polynom i z av 3. eller 4. grad, lar Abel y veere definert ved en alminnelig
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algebraisk ligning F(z, y) = 0, som er av nte grad i y og hvor koeffi-
sientene for de forskjellige potenser av y er hele rasjonale funksjoner av
x. Nar y er bestemt pa denne méite har man senere kalt integralet

SR(x, y)da for et Abelsk integral. Det Abelske teorem sier da, kort gjen-
gitt, at integralgrensene kan bestemmes slik at en sum av Abelske inte-
graler kan uttrykkes ved elementere funksjoner n®rmere bestemt ved
algebraisk-logaritmiske funksjoner.

21 Ty Tr41 Lr+-u
S R(z, y)dx+. ..+ S R(z, y)dx—+ S R(x, y)de+ ...+ S R(x, y)dz =
algebr.-logaritmisk funksjon av grensene &, &y, ... Z,,,-

De nedre grenser betraktes som konstanter og angis ikke her. De Gvre
grenser z,, . . ., %, tilfredsstiller visse algebraiske relasjoner. Abel stiller
videre det sporsmal hvor mange av disse 6vre grenser som er bestemt
ved de Gvrige, og kommer til det overméade viktige resultat at dette tall
ikke avhenger av antall integraler i summen, men bare av ligningen
F(x, y) = 0. Dette minste antall avhengige integraler er ovenfor beteg-

net med u, og vi kan da skrive

V=T Ty . V=W Tpty
3 @ pyin = — 3| B ot
r=1 =1
algebr.-logaritm. funksjon av (z, #s, - - - Zpy,) -

Tallet u avhenger altsi ikke av r, som kan velges vilkarlig, slik at summen
av et hvilketsomhelst antall integraler kan uttrykkes ved summen av et
bestemt antall integraler-elementere funksjoner. For de elliptiske inte-
graler er efter Eulers addisjonsteorem u = 1. Tallet y har man senere
kalt integralets slekt eller ogsd den slekt som karakteriserer kurven
F(x,y) = 0. Dette slektsbegrep har vist seg 4 vere av fundamental be-
tydning i de algebraiske funksjoners teori.

Det Abelske teorem er av overméde stor rekkevidde. Jacobi karakteri-
serer det i 1832 i félgende ord: »Wir halten es, wie es in einfacher Gestalt
ohne Apparat von Calcul den tiefsten und umfassendsten mathemati-
schen Gedanken ausspricht, fiir die grosste mathematische Eintdeckung
unserer Zeit, obgleich erst eine kiinftige, vielleicht spéte, grosse Arbeit
ihre ganze Bedeutung aufweisen kann.«

Og Mittag-Leffler skriver i sin Abelbiografi [6], [7] at det Abelske teo-
rem fremdeles, hundrede ar efter Abels fédsel, betegner hoydepunktet i
matematikkens utvikling.

Det fremgar av Abels efterlatte papirer at han har funnet sitt store
teorem i studietiden i Christiania for utenlandsreisen. Ogsé hovedlinjen i
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beviset, som er av rent algebraisk natur, foreligger i hans opptegnelser
fra denne tid. Han arbeidet videre med disse problemer under sin reise,
og straks efter ankomsten til Paris i juli 1826 tar han fatt pa redaksjonen
av en stor avhandling, som han ville forelegge for Académie des Sciences
(Institut de France), og som skulle gi en inngéende fremstilling bade av
addisjonsteoremet i sin generelle form og av en rekke spesialtilfeller som
skulle vise dets slagkraft overfor de klasser av algebraiske funksjoner
som matematikerne hittil hadde beskjeftiget seg med. Abel la meget ar-
beide pa denne avhandling, og vi har flere vidnesbyrd om at han selv var
fornoyet med resultatet. Han viste personlig avhandlingen til Cauchy,
»men han vilde neppe kaste Ojnene paa den. Og jeg tor uden Bram sige
at den er god. Jeg er nysgjerrig efter at hore Institutets Dome (brev til
Holmboe av 24. oktober 1826). Avhandlingen ble ogsé fremlagt for Aka-
demiet den 30. oktober 1826 og Legendre og Cauchy ble oppnevnt til &
bedémme den.

Nar Abel nu hadde fatt fremlagt denne avhandling for datidens mest
hoytstaende videnskapelige forum, s kunne han hipe at han derved
skulle vinne en seier av avgjorende betydning for sin fremtid. Han hadde
iallfall gode grunner til & tro og hape det. Det er neppe noen annen av-
handling i matematikkens historie som av eftertiden har veert i den grad
overhopet med superlativer som denne Abels Pariser-avhandling. Et par
eksempler: »eine der grossartigsten mathematischen Abhandlungen, die
je geschrieben wurden« (Krazer [15]). »Il n’y a peut-étre pas, dans I’hi-
stoire de la Science, de proposition aussi importante obtenue & 'aide de
considérations aussi simples.« (Picard [16] s. 437).

Men det gikk ikke som han ventet. Istedenfor en seier kom denne av-
handling p4 grunn av en rekke sérgelige tilfeldigheter til & betegne Abels
storste og smerteligste nederlag. Cauchy var opptatt med sine egne epoke-
gjorende arbeider, og Abels avhandling ble liggende ulest. I de siste dager
av desember 1826 matte Abel forlate Paris uten & ha hért et ord om sin
store avhandling. Efter et nytt opphold i Berlin kom han i mai 1827 hjem
til Norge (jfr. foran).

Abel rettet aldri noen direkte henvendelse til Akademiet i Paris for &
fa rede pa hva det var blitt gjort med hans avhandling, men hosten 1828
sendte han til Crelles Journal en avhandling som behandlet et viktig
spesialtilfelle av det Abelske teorem, nemlig det sakalte hyperelliptiske
tilfelle hvor ligningen F(x, y) = 0 har formen y? = f(z) hvor f(z) er et
polynom i x av nte grad. Det var som nevnt kjent gjennom Eulers addi-
sjonsteorem at hvis n = 3 eller 4, s er slekten y = 1. Abel viste nu at
hvis n = 5 eller 6 sd er u = 2, for n = Teller 8er y = 3 0. 5. v.

I innledningen til denne avhandling som ble trykt i desember 1828,
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uttaler Abel ogsé det generelle teorem og nevner at han i 1826 har innle-
vert en avhandling om dette til Akademiet i Paris. Avhandlingen av
desember 1828 vakte straks stor oppsikt. Legendre gir i januar 1829 i et
brev til Abel uttrykk for sin store begeistring uten & vaere oppmerksom
pa at dette spesialtilfelle (det hyperelliptiske) ogsa var behandlet i Pari-
seravhandlingen som fremdeles 14 ulest hos Cauchy. Og Jacobi skriver i
mars 1829 til Legendre og spor hvordan i all verden en slik avhandling
har kunnet bli oversett av Akademiet. Jacobis brev férte til at avhand-
lingen ble funnet frem igjen og det ble avgitt en hastverksuttalelse om den
i juni 1829. (Abel var déd i april). Derefter kom avhandlingen igjen pé
avveier, og den ble forst trykt i 1841, hvorpa manuskriptet forsvant, —
for alltid trodde man. (Angdende nermere enkeltheter henviser jeg til
min avhandling [13].) Hosten 1952 hendte sa det overraskende at Viggo
Brun fant det aller meste av originalmanuskriptet til Pariseravhandlin-
gen i et manuskriptbibliotek i Firenze [11], [12].

Men Abel vendte enda engang tilbake til sitt store teorem. Julen 1828
reiste han til Froland hovedgard for & tilbringe ferien sammen med sin
forlovede som var guvernante der. Den 6. januar 1829, »et datum mera
minnesvirdt i kulturens historia &n konungars och kejsares och enskilda
linders mirkesdagar« (Mittag-Leffler [6]) skrev han en liten avhandling
hvor han p4 snaue to sider gir beviset for den forste store hovedsats i
Pariser-avhandlingen. Avhandlingen ble trykt hos Crelle en ukes tid for
Abels déd..Det er den siste avhandling Abel rakk & skrive.

*

Innenfor den problemgruppe 3 som foran er betegnet som integrale-
nes omvendingsproblem gjorde Abel en oppdagelse som fikk en béade
vidtrekkende og dyptgdende innflytelse pa hele eftertidens matematiske
utvikling, nemlig oppdagelsen av de elliptiske funksjoner.

Eulers addisjonsteorem for de elliptiske integraler er anfort foran.
Euler var selv fullt oppmerksom pa det spesialtilfelle som fremkommer
ved & sette k = 0:

° o dt dt ‘o dt

Y
Sol/l—t2 +So]/1—t2__so]/l—t2
2= x]/l—yz-{-yl/l——x2 .

Hyvis vi kaller det forste integral for u, det annet for v og det tredje for w,
sa far vi ved 4 anvende omvendingen pa disse integraler:

x=¢sinu, y=sinv, z=sinw
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og addisjonsteoremet gir i dette tilfelle bare den bekjente sats at hvis
s& er Uty =w
sin w = sin u]/l—sin_2;—|—sin vl/l—sin2 % = sin % cos v--cos  sin v.

Spesialtilfellet viser hvor enkel sammenhengen blir nar vi her gjennom-
forer omvendingen og altsa betrakter integralets Gvre grense som funk-
sjon av integralets verdi istedenfor & betrakte integralets verdi som en
funksjon av den 6vre grense.

Det er bemerkelsesverdig at hverken Euler eller hans nsermeste efter-
folgere, av hvilke seerlig mé& nevnes Legendre, forsokte 4 anvende den
samme tankegang pa de elliptiske integraler (k == 0).

Formentlig tilskyndet av Degens profetiske rad kastet Abel seg over
studiet av de elliptiske integraler, seerlig Legendres arbeider over samme.
Senest i forste del av 1823 hadde han funnet frem til omvendingen som
nettopp var den »maghellanske gjennemfart«, som Degen hadde forutsett
uten & ane hvor den 14, og han styrte snart for full fart inn i det nyopp-
dagede analytiske ocean. »Mit dem Blicke des Genies erfasste dieser (Abel)
sogleich im Beginne seiner wissenschaftlichen Laufbahn den Gedanken
der Umkehrung des elliptischen Integrals, an dem Euler und Legendre,
beide wihrend der Arbeit eines Menschenalters, voriibergegangen waren.
Er stellte sich die Aufgabe, nachdem man doch die Analogie dieses Inte-
grals mit dem Arcussinus immer wieder betont hatte, endlich auch das
Analogon des Sinus zu schaffen.« (Krazer [15]). Han fant at nar det ellip-
tiske integrals 6vre grense betraktes som en funksjon av integralets verdi,
s& kommer man frem til en funksjonsklasse med swerdeles bemerkelses-
verdige egenskaper. Mens omvending av integralene S % ogS d?t

0 - 1
forer til enkeltperiodiske hele transcendente funksjoner, s& er de om-
vendte funksjoner av de elliptiske integraler dobbeltperiodiske funksjoner,
men de er ikke hele funksjoner, idet de i hvert periodeparallellogram har
poler (hvor funksjonsverdien blir uendelig). Disse elliptiske funksjoner
som eftertiden har kalt dem, er dobbeltperiodiske, meromorfe funksjoner.

Allerede for utenlandsreisen har Abel funnet de elliptiske funksjoners
funidamentalegenskap, den dobbelte periodisitet. Under oppholdet i ut-
landet gjorde han en rekke nye oppdagelser om de elliptiske funksjoner
(jfr. Abels brever i [2]). I Paris har han hoyst sannsynlig studert Cauchys
beromte avhandling av 1825 om integrasjonsveier i de komplekse talls
plan, og han har herved leert meget som kom ham til nytte for de ellip-
tiske funksjoners teori, selvom hverken Abel eller hans nermeste efter-
folgere vaget & legge Cauchys nye teori til grunn for sin fremstilling.




78 FR. LANGE-NIELSEN

I september 1827 utkom férste del av Abels avhandling »Recherches
sur les fonctions elliptiques« i Crelles Journal. Det var en stor avhandling,
den forste del opptar 90 sider i Abels samlede verker [1], og avslutningen
som ble trykt i mai 1828, 26 sider. »Es ist dies die grosse Fundamental-
publikation, mit der fiir das mathematische Publikum, da Gauss ja seine
Resultate zuriickgehalten hatte, die Theorie der elliptischen Funktionen
— in Gegensatz zu Legendres Theorie der elliptischen Integrale — be-
ginnt¢ (Klein [8]). Abel meddeler straks i begynnelsen at avhandlingen
skal behandle de omvendte funksjoner. Han utvikler addisjonsteoremene
for disse og beviser ved hjelp herav den dobbelte periodisitet. Han be-
stemmer sa funksjonenes nullpunkter og poler. Derpa behandler han det
sakalte multiplikasjonsproblem, idet han viser at hvis z = ¢(x) er en el-
liptisk funksjon av « (2 er integralets Gvre grense, « integralets verdi),
s kan @(mo) uttrykkes rasjonalt ved ¢(«) og to elliptiske hjelpefunksjoner
(m helt rasjonalt tall). S& behandles divisjonsproblemet som bestéar i &
bestemme @(x) ved hjelp av ¢(m«x). Dette problem forer til meget interes-
sante algebraiske resultater, idet Abel her finner klasser av algebraisk
16selige ligninger av nte grad. Ut fra sin forkjeerlighet for ligningsteorien
erklerer Abel at denne side av undersokelsene har hans serlige interesse.
I tilknytning til disse algebraiske undersékelser meddeler han sin berémte
sats om lemniskatens deling, en fullstendig analogi til Gauss’ resultater
for cirkelen. Endelig folger utviklingen av de elliptiske funksjoner i uen-
delige produkter og rekker. I denne siste forbindelse innférer Abel de
funksjoner som senere under navn av thetafunksjoner ble gjort til gjen-
stand for inngiende undersckelser av Jacobi, og som med andre beteg-
nelser og i en noe annen form av ham ble brukt som grunnvoll for teorien.

Allerede i forste del var det lagt et fullstendig grunnlag for hele den
senere utvikling av de elliptiske funksjoner, selv om den sékalte trans-
formasjonsteori for de elliptiske integraler (hvorom senere) férst kom i
annen del. Det er ogsd her den dobbelte periodisitet som gir nékkelen. I
annen del behandler Abel ogsa den sikalte komplekse multiplikasjon (jfr.
[17] og [18]). Det er nevnt foran at g(m«) kan uttrykkes rasjonalt ved
@(x) hvis m er hel rasjonal. Abel viste at det ogsa finnes hele komplekse
tall k slik at p(kx) kan uttrykkes rasjonalt ved ¢(x) og at k i sa fall ma
tilh6re hva vi idag kaller et kvadratisk-imaginsert tallegeme. Abels opp-
dagelser i forbindelse med denne komplekse multiplikasjon har fort til
vesentlige resultater i algebra og tallteori, og spesialister pa disse felter
betegner disse oppdagelser som héydepunktet i hans produksjon (jfr. Fue-
ter [19]).

De elliptiske funksjoner og de mangfoldige teorier som — pa de for-
skjelligste omrader av matematikken — tok sitt utspring fra denne kilde,
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har hatt en enorm betydning for hele det 19. &rhundredes matematiske
utvikling. Virkningene har veert meget store i funksjonsteori, algebra,
tallteori, gruppeteori og analytisk geometri, og de elliptiske funksjoner
har ogsa funnet fruktbare anvendelser i mekanikken og i andre grener av
den anvendte matematikk. Det er meget forstielig at den tyske mate-
matiker Richelot for over hundrede ar siden betegnet de oppgaver som
de elliptiske funksjoner stillet den matematiske videnskap overfor, som
»die Aufgaben welche diesem Jahrhundert zur Losung anheimfielenc.
Som et eksempel pa var egen samtids dom kan nevnes Bells uttalelse
([9] 8. 395): »Abel revolutionized the subject, and at the same time opened
the floodgates of nineteenth-century analysis, in 1827. ...«

Foruten fundamentalpublikasjonen »Recherches. . .« fikk Abel skrevet
enda syv storre eller mindre avhandlinger om de elliptiske funksjoner.
De seks ble offentliggjort for hans dod, den syvende var den for omtalte,
ufullférte »Précis. . .«. Denne overordentlige arbeidsinnsats hadde imid-
lertid ogsé en ytre foranledning, nemlig den sikaldte kappestrid mellom
Abel og Jacobi. Denne kappestrid, »der fiir jeden Mathematiker ein un-
vergleichliches Interesse bietet« (Klein [8]), betegner en dramatisk og ofte
omtalt episode i matematikkens historie. Men til tross for den citerte ut-
talelse av Klein er det neppe mange som har studert kappestridens forlép
i detaljer.

Carl Gustav Jacob Jacobi var f6dt 10. desember 1804, og han var altsd
to 4r yngre enn Abel. Han var fra 1826 privatdosent ved universitetet i
Konigsberg og ble i januar 1828 professor der. Han var medarbeider i
Crelles Journal fra sommeren 1826. Han offentliggjorde fra hésten 1827
til varen 1829 en rekke korte avhandlinger om elliptiske integraler og
elliptiske funksjoner. For det meste ble det i disse arbeider bare fremsatt
satser uten bevis. Bevisene kom i Jacobis beromte leerebok »Fundamenta
nova theoriae functionum ellipticarum« som ble ferdigtrykt i mai 1829,
og som i mange ar var den mest benyttede lerebok i dette emne ved
Europas universiteter. Jacobi déde i 1851. Han var en av sin tids tone-
angivende matematikere, og han gjorde en fremragende innsats pa4 mange
forskjellige omrader av matematikken.

Det oppstod efterhvert den tradisjon at Abel og Jacobi hver for seg og
uavhengig av hverandre hadde oppdaget de elliptiske funksjoner og alle
deres viktigste egenskaper, og at deres arbeider i 1827—29 i stadig vek-
selvirkning hadde skapt den nye teori, idet de gjensidig hadde kunnet
stotte seg pa hverandres arbeider. Denne oppfatning av kappestridens
forlép har dog tydeligvis hatt sine motstandere, for da Jacobis elev Bor-
chardt i 1875 offentliggjorde en meget interessant brevveksling mellom
Jacobi og Legendre i Crelles Journal protesterte han i en innledning heftig
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mot »une grave erreur historique« som holdt pa & spre seg, idet det var
blitt hevdet at det var Abel alene som hadde oppdagerretten. Borchardt
finner derfor grunn til & gjenta pastanden om de to konkurrenters uav-
hengighet og jevnbyrdighet. En av dem som ikke var enig i dette var
Mittag-Leffler (jfr. [6],[7]), og han skrev i den anledning til C. A. Bjerknes,
som i forste omgang var enig med Borchardt, men som efter mere inn-
gaende studier kom til det resultat at den tradisjonelle oppfatning gjorde
Abel stor urett. Bjerknes behandler kappestriden inngiende i sin Abel-
biografi [3], og han gar her lenger enn Mittag-Leffler, idet han beskylder
Jacobi for & ha benyttet seg av resultatene i férste del av Abels »Recher-
ches« uten & medgi dette faktum. Beskyldningen ble gjentatt i den fran-
ske utgave av Bjerknes’ bok [4], som fremkalte indignerte protester, spe-
sielt fra tysk og fransk hold. Det ble bebudet at det skulle komme inn-
gaende imétegdelser av Bjerknes’ fremstilling av kappestriden mellom
Abel og Jacobi. Det er ikke blitt stort av disse imdtegaelser, til tross for
at de fleste matematikere har kviet seg ved & godta Bjerknes’ péastand
for s& vidt sakens moralske side angér.

Forste del av Abels »Recherches« (jfr. foran) utkom. 20. sept. 1827.
Praktisk talt samtidig kom et hefte av »Astronomische Nachrichten«
(redigert av Schumacher) som inneholdt to brever (til S.), datert 13. juni
og 2. august 1827, fra Jacobi, og hvor denne uten bevis fremsetter en
vidtgiende sats om de elliptiske integralers transformasjon. Denne trans-
formasjonsteori gar ut pa ved en rasjonal variabelsubstitusjon y = f(=)
& transformere et elliptisk integral til et annet av ndyaktig samme form,
men med en annen verdi av den sakalte modul £ (se formlene i Eulers
addisjonsteorem foran). En slik transformasjon (fremsatt av engelsman-
nen Landen) var kjent allerede fra 1775. Den ble gjerne fremstillet i tri-
gonometrisk form, men den svarer, som Jacobi har gjort oppmerksom
pa, til en rasjonal transformasjon av 2. grad. Legendre interesserte seg
sterkt for transformasjonsteorien, seerlig fordi den kom til nytte ved den
numeriske beregning av elliptiske integraler, og Legendre hadde nylig til
sin store glede funnet en ny rasjonal tranformasjon av 3. grad, men dette
siste funn kjente Jacobi ikke til, da han sendte sine brever til »Astrono-
mische Nachrichten«. Han uttaler her den viktige sats at det finnes rasjo-
nale substitusjoner av en hvilketsomhelst heltallig grad n, ved hvilke et
elliptisk integral overfores til et annet av samme form. Den 5. aug. 1827
skriver Jacobi et brev til Legendre, hvor han meddeler bade den nevnte
sats og en annen sats av lignende art (det sakaldte komplementere teo-
rem) og viser hvorledes de nye satser kan nyttiggjores til numeriske be-
regninger. Brevene til Schumacher og Legendre beveger seg helt i den
eldre teoris tankebaner, idet de bare taler om elliptiske integraler og ikke
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inneholder noe som helst om det vi kaller elliptiske funksjoner, d. v. s. de
omvendte funksjoner av integralene.

Legendre ble henrykt over Jacobis resultater, ikke minst fordi de falt
helt innenfor rammen av Legendres egen teori og ikke betegnet noe brudd
med Legendres egen tankegang. Han fremla dem i Académie des Sciences
i november 1827 og ledsaget dem med de sterkeste lovord, som ogsa
fant veien til dagspressen, og som med et slag gjorde Jacobi s& beromt
som en matematiker kan bli i denne verden.

I september forel altsa de nevnte to samtidige publikasjoner. Dermed
begynner kappestriden mellom Abel og Jacobi, — eller rettere sagt, der-
med er den i virkeligheten avgjort.

Efter Jacobis brev av 12. april 1828 til Legendre er det pa det rene at
han da han 5. aug. 1827 skrev sitt brev til Legendre, ikke hadde funnet
noe bevis for sine transformasjonssetninger. Han vendte seg nu forst til
andre emner og skrev i august tre avhandlinger som ikke hadde noe med
elliptiske funksjoner & gjore.

Schumacher var ikke begeistret over nakne satser uten bevis, og 5.
november skriver han til Jacobi med en inntrengende anmodning om &
sende beviset. Jacobi daterer sa 18. november 1827 en avhandling som
bringer beviset, og som kom i »Astronomische Nachrichten« i januar 1828.
Her innférer nu ogséd Jacobi den omvendte funksjon av det elliptiske
integral. Han bruker andre betegnelser enn Abel, idet han betegner den
omvendte funksjon med sinam u, en betegnelse som ble dominerende
helt til slutten av arhundredet. Forovrig legger han ikke serlig vekt pa
de omvendte funksjoner. De annonseres med ordene: »Notatione nova
simplicioreque abhinc utar«. (Jeg vil herefter benytte en ny, enklere be-
tegnelse). Han viser at sinam » er enkeltperiodisk, men den dobbelte
periodisitet, som seerlig karakteriserer de elliptiske funksjoner i motset-
ning til de trigonometriske, forekommer ikke. Det finnes ingen henvisning
til Abels arbeide.

Det er serlig i det begivenhetsforlop som her er skildret at Bjerknes
fant grunnlag for sin beskyldning mot Jacobi. Han fant det utenkelig at
ikke Jacobi skulle ha sett Recherches i god tid fér 18. november. Det hefte
av Crelles Journal hvor Recherches stod, inneholdt nemlig ogsa en av-
handling av Jacobi, som dessuten hadde flere andre avhandlinger lig-
gende til trykning hos Crelle, og som derfor matte veere spent pa hvert
nytt hefte. Da Jacobi pa denne tid strevet med & finne beviset for sine
transformasjonssetninger, matte han veere meget interessert i enhver ny
avhandling om elliptiske integraler og funksjoner, mente Bjerknes. Bjerk-
nes visste ikke nar Recherches kom til Konigsberg, men han antok at
vedkommende hefte matte ha kommit dit senest en méaned f6r Jacobi
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18. november daterte sitt bevis. Ved en pussig tilfeldighet vet vi nu at
Recherches er kommet til Konigsberg adskillig for Bjerknes antok. I sin
Jacobi-biografi [20] meddeler Koenigsberger nemlig at universitetsbiblio-
teket i Konigsberg i et brev av 4. oktober 1827 klager til Crelles Journal
over at det siste hefte er sendt med posten, hvilket har pafort biblioteket
en portoutgift pa en Thaler, og dette ansees overflodig, »da gar keine Eile
notig ist«. Koenigsberger tilfoyer i direkte forbindelse hermed : »Zunéchst
ging dieses Heft aber an Bessel, der erst nach einiger Zeit Jacobi davon
Mitteilung macht: »Es ist ein neues Heft des Crelleschen Journals ange-
kommen (B. 2, H. 2) mit einer Abhandlung iiber elliptische Transcenden-
ten von Abel. Sie werden mir am besten sagen kénnen, ob der Gesichts-
punkt unter welchem er sie ansieht, interessant ist.« Denne Bessels med-
delelse er iallfall interessant. For det forste viser ordene »erst nach einiger
Zeit« at Koenigsberger har visst ndr Jacobi fikk meddelelsen. Da Koenigs-
berger hevder Jacobis uavhengighet av Abel, ville han sikkert ha oppgitt
tidspunktet hvis det hadde ligget meget neer for 18. november eller efter
denne datum. Jacobi har derfor formentlig fatt meldingen i god tid for.
For det annet er den siste setningen om »der Gesichtspunkt unter welchem
er sie ansieht« av betydelig interesse. Det er ikke godt & forsta at det her
kan siktes til annet enn »omvendingen«. Det var jo den som betegner det
nye synspunkt i Recherches. Nu fremhever Koenigsberger gang pa gang
det newre, daglige personlige samarbeide mellom Jacobi og Bessel, han
taler bl. a. om »der iiber den Gang der Untersuchungen Jacobis genau
unterrichtete Bessel«. Det er vel da ikke for dristig a slutte av den citerte
meddelelse fra Bessel til Jacobi at hvis Jacobi pa det tidspunkt skulle ha
gjennomfért omvendingen og oppdaget en klasse dobbeltperiodiske funk-
sjoner, s& har han iallfall ikke nevnt noe om det til Bessel, hvilket er pa-
fallende. Bessel hadde {. eks. fatt skriftlig meddelelse om Jacobis trans-
formasjonssetning, for den ble sendt til Schumacher. Koenigsberger pa-
star ikke at Jacobi ikke i forbindelse med Bessels meddelelse har sett Re-
cherches, men tilfoyer mere forsiktig: »Zu einem wirklichen Studium der
recherches wird Jacobi nach allem was wir wissen wohl kaum vor Ende
des Jahres gekommen sein.«

Den siste antagelse er neppe riktig. Det foreligger nemlig et brev av
12. januar 1828 fra Jacobi til Legendre, og brevet viser at han pa det
tidspunkt har gjennomarbeidet hele den utkomne del av Recherches me-
get grundig og at han har omskrevet Abels resultater til sin egen betegnel-
sesmate. Den storste del av brevet bestar i et referat av Recherches. Han
nevner blant meget annet Abels funn av den dobbelte periodisitet uten
med et ord & antyde at Jacobi pa sin side hadde innfért de omvendte
funksjoner og funnet periodisiteten. Jacobis avhandling av 18. november,
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hvor han selv innférer de omvendte funksjoner, var pa det tidspunkt
ennu ikke utsendt. Han bebuder denne avhandling i brevet til Legendre
uten & gi noen detaljer om dens innhold og uten & hevde at det bevis
som der er gitt, er funnet uten kjennskap til Recherches. Det er i det hele
tatt en besynderlig motstrid mellom brevet av 12. januar 1828 og enkelte
senere uttalelser av Jacobi. Det er riktignok forst flere ar senere (i 1832)
at Jacobi uttrykkelig sier at ogsd han har funnet den dobbelte periodisi-
tet. Han sier det ikke i sine arbeider fra drene 1827-29, og i det nettopp
nevnte brev tillegger han altsi uten reservasjoner Abel sren for denne
oppdagelse.

Da Legendre kort efter mottok Jacobis avhandling av 18. november
1827 oppdaget han at beviset for det sakalte komplementeere teorem ennu
manglet. Efter en tid purret han Jacobi efter dette bevis. Dette Legendres
brev kryssedes med et brev av 12. april 1828 fra Jacobi, som der leverer
beviset for det komplementaere teorem ved hjelp av Abels formler fra
Recherches. (»Pour démontrer ceci, il faut remonter aux formules analy-
tiques concernant la multiplication, données la premiere fois par M. Abelg).

Dette star altsd i et privatbrev. I Jacobis offentliggjorte arbeider gis
ingen direkte henvisning til Abel for dette bevis’ vedkommende. I mel-
lomtiden (juni 1828) hadde Legendre funnet et bevis som ikke bygget pa
de nevnte abelske formler. Legendre hadde lenge meget vanskelig for &
sette seg inn i og for & forsone seg med Abels tankegang, som bygget
helt p&4 de omvendte funksjoner, og som derfor fjernet seg meget sterkt
fra Legendres egen.

I Jacobis brev av 12. april finner man videre hans konfidensielle (»Ce
n’est done que pour vous, Monsieur, que j’ajoute le suivant«) erklering
om det heuristiske resonnement som forte ham til de satser som han i
august 1827 meddelte Schumacher og Legendre. Ogséa her er det uklar-
heter for sa vidt som han sier at han for 5. august har funnet en ligning
som han i brevet av 12. januar 1828 hadde betegnet som »théoréme fon-
damental de M. Abel«. Uoverensstemmelsen forklares kanskje lettest ved
4 anta med Bjerknes at det dreier seg om det samme resultat skrevet pa
to helt forskjellige mater, forst med direkte, men efter Recherches med
somvendte« betegnelser. I s& fall gir uttalelsen ingen opplysning om nar
Jacobi innférte omvendingen. At bevisene forst er funnet senere sies ut-
trykkelig, men ikke nar de ble funnet.

Abel hadde i begynnelsen av februar 1828 fullfért annen del av Recher-
ches, som inneholdt en fullstendig teori for de elliptiske integralers trans-
formasjon med alle beviser gjennomfort pa grunnlag av de omvendte
funksjoner og deres dobbelte periodisitet. For avsendelsen til Crelle (12.
febr. 1828) ble han oppmerksom pa Jacobis transformasjonssats fra sep-

6*
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tember 1827. Den gjorde ikke storre inntrykk pa ham, og han noyet seg
med & f6ye til en efterskrift, hvor han peker pa at Jacobis sats er inneholdt
som spesialtilfelle i en av hans egne formler i den nettopp fullférte av-
handling, hvorpa han gjennomférer beviset i detalj ogsa i den spesielle
form som Jacobi uten bevis hadde gitt denne sats. Annen del av Recher-
ches med denne tilfGyelse ble som nevnt trykt i mai 1828.

Et ganske annet inntrykk gjorde Jacobis f6r nevnte avhandling av
18. november 1827, som ikke kom Abel i hende for i april. Postgangen
til Norge om vinteren var i de tider meget langsom. Det har tydeligvis
berért Abel sterkt at denne Jacobis avhandling innférer omvendings-
tanken uten & nevne Recherches som dog hadde foreligget for offentlig-
heten to maneder for Jacobis avhandling ble avsendt og 3—4 méneder
for den ble trykt. Abel reiste imidlertid ingen prioritetsstrid. Han noyet
seg med & skrive en stor avhandling hvor han betraktet hele transforma-
sjonsteorien fra et langt mere generelt og hoytliggende synspunkt -enn
Jacobi hadde anlagt, og denne avhandling (datert 27. mai 1828) sendte
han til »Astronomische Nachrichten« hvor den utkom i juni eller juli 1828.
Abel ytret aldri et nedsettende ord om Jacobi, men at han har tenkt
sitt kan man se av at han i et brev til Holmboe betegner avhandlingen som
»min dodelse af Jacobi«. Dodelse er et selvlaget jargonuttrykk, »was im
Memorial [2] mit »exécution«, von Bjerknes [4] mit »mortification« tiber-
setzt wird, und wofir wir im Deutschen wohl »Abschlachtung« sagen
wiirden« (Krazer [15], note 27). Denne avhandling ble fra alle sider beteg-
net som et virkelig mesterverk, og Jacobi skriver om den i et brev til
Legendre: »Elle est au-dessus de mes éloges comme elle est au-dessus de
mes propres travaux¢«. Abel skrev som nevnt enda en rekke viktige ar-
beider om de elliptiske funksjoner. Det er betegnende at han i disse arbei-
der tar for seg og beviser setninger som Jacobi efterhvert fremsetter uten
bevis i sine korte notiser i Crelles Journal i 1828.

For en som i dag studerer kappestridens forlop er det nsermest ubegripe-
lig at det noensinne har veert tale om jevnbyrdighet mellom Abel og Ja-
cobi nar det gjelder oppdagelsen av de elliptiske funksjoner og oppbyg-
ningen av deres teori. En slik jevnbyrdighet pastaes da heller ikke lenger
fra tysk side (jfr. Krazer [15] og iseer Faber [23] i hvilket siste verk det
gis et ganske kort og efter min mening uklanderlig historisk resumé av
Abels og Jacobis innsats).

Om Bjerknes’ angrep pé Jacobis moral vil det vel alltid veere delte
meninger. Mange vil vel foretrekke Mittag-Lefflers forklaring ([6], [7]) som
gir ut pa at Jacobi tenkte om Abels tanker og omsatte dem til sitt eget
formelsprog, som avvek adskillig fra Abels, og da kjente han dem ikke
lenger igjen, men trodde at de var hans egne. Det er mulig man kunne
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komme sporsméalet nermere, hvis man kunne fa adgang til hele korrespon-
dansen mellom Jacobi og Bessel og mellom Jacobi og Crelle. Men en ting
kan det neppe vare delte meninger om, og det er at den maten p& hvil-
ken Jacobi citerer — eller rettere sagt ikke citerer — Abel, den er iallfall
hoyst utilfredsstillende for & bruke et meget mildt uttrykk. Det er nevnt
foran at Jacobi i den private korrespondanse med Legendre gir Abel stor
honnér. Men billedet er et annet nar man kommer til Jacobis offentlig-
gjorte arbeider. Der er omtalen av Abels arbeider overordentlig sparsom
pa det felt det her gjelder. Et serlig drastisk eksempel er en avhandling
datert 21. juli 1828 og trykt i Crelles Journal om hésten. Jacobi medde-
ler her — som vanlig uten bevis — en del resultater vedrorende de ellip-
tiske funksjoner. Denne avhandling er den férste hvori Jacobi direkte
omtaler de elliptiske funksjoners dobbelte periodisitet, og han under-
streker her ganske sterkt betydningen av denne fundamentalegenskap.
Abel og hans arbeider nevnes overhodet ikke i avhandlingen. P4 det tids-
punkt har Jacobi bevislig studert bade forste og annen del av Recherches
meget noye og antagelig ogsé »Solution d’un probleme général. . . .. « (Do-
delsen). Det er da helt utillatelig & unnlate 4 nevne den mann som hadde
skapt hele teorien for de dobbeltperiodiske funksjoner og som s klart
hadde vist hvilket overordentlig effektivt forskningsmiddel nettopp den
dobbelte periodisitet er. Hvis Jacobi ville hevde at han uavhengig av
Abel hadde funnet den dobbelte periodisitet, s& burde han iallfall ha sagt
det her.

Seerlig uheldig er det at Abel er s helt utilstrekkelig citert ogsa i »Fun-
damenta nova«, for efterat denne samlede lereboksfremstilling var ut-
kommet var det naturlig nok forholdsvis f4 som sokte til Abels og Jacobis
originalavhandlinger. I et brev av januar 1829 til Legendre lover Jacobi
at han i forste del av Fundamenta nova skal gjore rede for hva som spe-
sielt tilhorer Abel. Dette 16fte ble ikke holdt. Riktignok begynner Funda-
menta nova med en hyldest til Abel, hvor det sies at Abel pa en beun-
dringsverdig mate har gjennomfort en undersokelse av de elliptiske inte-
gralers addisjon og multiplikasjon. I ordene »ostra laude majore« (som
her tar sikte pa forste del av Recherches) gjenlyder ordene »elle est au-
dessus de mes éloges«, men det tales i denne forbindelse ikke om de om-
vendte funksjoner, og henvisningen gir ikke noesomhelst inntrykk av hva
Abel har utrettet. Henvisningen er i det hele tatt meget uklar og gjelder
bare forste del av Recherches, ingen av Abels andre fundamentale arbei-
der nevnes med et ord i hele verket. Senere nevnes Abel en eneste gang
til, helt en passant, i forbindelse med multiplikasjonen. Men Abel nevnes
overhodet ikke i forbindelse med innférelsen av de omvendte funksjoner
eller ved den dobbelte periodisitet eller ved transformasjonen eller ved
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utviklingen i uendelige produkter og rekker o. s. v., og denne iGynefal-
lende mangel kompenseres ikke ved en hyldest i alminnelige vendinger i
bokens forste linjer.

Abel hadde mange skuffelser i sitt liv. Det er nesten en tilfredsstillelse
4 tenke pa at han ble spart for & se Fundamenta nova som férst utkom
efter Abels dod. Hadde han vert i sin fulle kraft kunne han nok ha hevdet
sine rettigheter. Men hvis han hadde fatt se Fundamenta nova pé sitt
doédsleie matte det ha blitt ham en bitter skuffelse.

#*

Abel gjorde en vesentlig innsats pa ennu et viktig omride av matema-
tikken, nemlig leeren om uendelige rekker. Han star her ved siden av
Cauchy som en av grunnleggerne av den moderne rekketeori, som han
beriket med nye satser, og han er samtidig en av de fremste representan-
ter for den rensende kritikk, som i begynnelsen av det 19. arhundrede
gjorde seg gjeldende overfor de synsmater som pa dette felt hadde preget
de fleste av det 18. drhundredes matematikere.

I tiden for sin utenlandsreise hadde Abel selv behandlet uendelige rek-
ker med adskillig lettsindighet. Han hadde bl. a. ivrig studert Euler og '
denne store leeremester oppfordret som bekjent ikke til synderlig forsik-
tighet i omgangen med rekker. Abel har formentlig alt for sin reise hatt
sine tvil om holdbarheten av de eldre matematikeres slutninger, for alle-
rede i den forste tid i utlandet kommer hans kritikk pa dette felt i full
virksomhet, bl. a. under innflytelsen av Cauchys »Analyse Algébrique«
fra 1821, en bok som han tydeligvis har fatt tak i kort efter ankomsten
til Berlin. Men ogs4 i dette utmerkede verk fant han en feil pa et ikke
uvesentlig punkt.

Abel skriver i et brev til Holmboe av 16. januar 1826: »Divergente
Reekker er i det Hele noget Fandenskab, og det er en Skam at man vover
at grunde nogen Demonstration derpaa. Man kan faae frem hvad man
vil naar man bruger dem, og det er dem som har gjort saa megen Ulykke
og saa mange Paradoxer ......... Jeg har i det hele faaet Ojnene op
paa en meget forbausende Maneer; thi naar man undtager de allersim-
pleste Tilfxlde for Ex: de geometriske Reaekker, saa gives der i hele Mathe-
matiken nesten ikke en eneste Reekke, hvis Sum er bestemt paa en streeng
Maade.« I et brev til Hansteen av 29. mars 1826 hevder han et lignende
synspunkt (jfr. [2]).

I 1826 skrev han s4 sin store avhandling om bmomlalrekken som ble
trykt i Crelles Journal. Om denne avhandling skriver Knopp i sin be-
kjente leerebok »Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen« (Berlin
1922): »Die Entdeckung der Binomialreihe durch Newton bildet einen
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der grossen Marksteine in der Entwicklung der mathematischen Wissen-
schaften .......... Spiter hat Abel diese Reihe erneut zum Gegen-
stand von Untersuchungen gemacht, die einen wohl gleich wichtigen
Markstein in der Entwicklung der Reihentheorie bilden.«

Euler var den forste som ga en gjennomfért behandling av bino-
mialrekken for reell variabel og en hvilkensomhelst reell eksponent.
Cauchy utvidet undersékelsene til kompleks variabel. Abel tok i sin av-
handling skrittet fullt ut, idet han lot bade den variable og eksponenten
veare hvilkesomhelst komplekse tall. Han 1oste konvergenssporsméalene
fullstendig, idet han ogsd undersokte forholdene pa konvergenscirkelen
og klarla i hvilke punkter pé konvergenscirkelen rekken er divergent
eller konvergent og bestemte rekkens sum i de punkter p4 konvergens-
cirkelen hvor rekken konvergerer.

I en innledning til avhandlingen beviser Abel seks alminnelige setninger
om uendelige rekker. Innholdet av disse meget vesentlige setninger finnes
idag i alle storre lzereboker om rekker. Her fremla han bl. a. den Abelske
partielle summasjon som har vist seg & veere et si nyttig verktdy. Videre
den Abelske grenseverdisats (ogsa kalt den Abelske kontinuitetssats) som
sier at hvis en potensrekke konvergerer i et punkt (ogsé om vedkommende
punkt ligger pa konvergenscirkelen), s& vil rekkens sum ved radial til-
neerming til nevnte punkt kontinuerlig neerme seg rekkesummen i punktet.
Kontinuiteten strekker seg altsa i tilfelle helt ut til konvergenscirkelen.
Beviset beror i virkeligheten pa at rekken er uniformt konvergent i det
lukkede intervall som avsluttes i vedkommende konvergenspunkt. Be-
grepet uniform konvergens ble forst definert og klarlagt lenge efter Abels
dsd, men han var ogsé her en vesentlig forlsper. Videre finnes i den nevnte
innledning den tidligere ikke beviste sats at selv om to rekker bare kon-
vergerer betinget, s& vil den rekke som dannes av dem ved den alminne-
lige produktregel, sifremt den konvergerer, ha en sum som er lik produk-
tet av de to forste rekkers summer. Beviset er en enkel og elegant an-
vendelse av grenseverdisatsen.

Abel fikk bare offentliggjort en eneste liten avhandling til som handlet
spesielt om uendelige rekker. Det er »Note sur un mémoire de M. Oli-
vier ..... «, som ble trykt i Crelles Journal i begynnelsen av 1828. Av-
handlingen som er pa bare tre sider er et fullendt lite mesterverk, og den
er dessuten meget lettlest. Noten til Olivier egner seg godt som avslutning
pé denne oversikt over Abels arbeider. Den gir s& & si Abel i et notteskall,
idet den ogsa leverer en frapperende illustrasjon til en hyppig citert,
prinsipiell programerklering av Abel. Programerkleringen finnes i det
efterlatte arbeide »Sur la résolution algébrique des équations« og
lyder sa:
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» En effet on se proposait de résoudre les équations, sans savoir si cela était
possible. Dans ce cas, on pourrait bien parvenir & la résolution, quoique cela ne
fit nullement certain; mais si par malheur la résolution était impossible, on aurait
pu la chercher une éternité, sans la trouver. Pour parvenir infailliblement & quelque
chose dans cette matiére, il faut donc prendre une autre route. On doit donner au
probléme une forme telle qu’il soit toujours possible de le résoudre, ce qu’on peut
toujours faire d’un probléme quelconque. Au lieu de demander une relation dont
on ne sait pas si elle existe ou non, il faut demander si une telle relation est en effet
possible. Par exemple, dans le calcul intégral, au lieu de chercher, & I’aide d’une
espéce de tatonnement et de divination, d’intégrer les formules différentielles, il
faut plutét chercher ’il est possible de les intégrer de telle ou telle maniére. En pré-
sentant un probléme de cette maniére, I’énoncé méme contient le germe de la solu-
tion, et montre la route qu’il faut prendre; et je crois qu’il y aura peu.de cas ol
T'on ne parvient & des propositions plus ou moins importantes, dans le cas méme
ol 'on ne saurait répondre complétement & la question & cause de la complica-
tion des calculs. Ce qui a fait que cette méthode, qui est sans contredit la seule
scientifique, parce qu’elle est la seule dont on sait d’avance qu’elle peut conduire
au but proposé, a été peu usitée dans les mathématiques, c’est Uextréme complica-
tion & laquelle elle parait étre assujettie dans la plupart des problémes, surtout
lorsqu’ils ont une certaine généralité; mais dans beaucoup de cas cette complica-
tion n’est qu'apparente et s’évanouira dés le premier abord. J’ai traité plusieurs
branches de I'analyse de cette maniére, et quoique je me sois souvent proposé des
problémes qui ont surpassé mes forces, je suis néanmoins parvenu & un grand nom-
bre de résultats généraux qui jettent un grand jour sur la nature des quantités dont
la connaissance est I’objet des mathématiques. «

Olivier hadde skrevet en avhandling i Crelles Journal hvor han pastod
at hvis i en rekke med reelle, positive ledd a,, a,, ..., a,,. .., na, — 0 nar
n — oo, sa er rekken konvergent, og hvis na, - A4 > 0, s& er rekken di-
vergent. Det siste er riktig, men den férste del av satsen motbeviste Abel

d 1
idet han ved en enkel regning viste at rekken J}' oan & divergent.
= nlogn

Det var ingen tilfeldighet at Abel valgte dette eksempel. I et efterlatt
arbeide »Sur les séries« som dessverre forst ble offentliggjort i 2. utgave
av hans verker (1881), men som er skrevet i 1827, beviser han de bekjente
logaritmiske konvergenskriterier som sier at rekken

2

er konvergent hvis « > 0, men divergent hvis o = 0 (senere gjenoppdaget
av flere, bl. a. av Bertrand).

Det ville ikke veaere seerlig grunn til & dvele ved Abels note til Olivier,
hvis han der bare hadde néyet seg med & arrestere en feilaktig pastand.
Men nu kommer tankegangen fra den ovenfor nevnte programerklering
frem, idet Abel stiller spérsmalet: Er det overhodet mulig & finne en

1
n-log n-loglog n- ... - (log,n)"*
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funksjon @(n) som er slik at hvis @(n)a, - 0 nar n — oo s konvergerer
rekken, og hvis ¢(n)a, —~ A > 0 s& divergerer den ? Det er et problem som
unektelig synes ganske krevende, men Abel 16ser det med lekende letthet.
Han beviser forst folgende hjelpesetning:

Hvis rekken ag+a,+a,+ . ..+a,+ ... er divergent, sa er ogsa rekken

by BBt o +
Gy | Gty Gota;ta, O agtayt...ta,,
divergent. (Denne nyttige hjelpesetning utgjor en del av den setning som
i moderne lerebsker kalles Abel-Dinis sats. Resten av denne sats finnes
i det vesentlige i »Sur les séries« og ble gjenoppdaget av Dini).
Derefter forutsetter Abel at det finnes en funksjon ¢(n) med de ovenfor

1
nevnte egenskaper. I s& fall ma rekken ' ) veere divergent, for her er
p(n
@(n)a, = 1. Videre mé under samme forutsetning rekken

1

@(n)

1
WJ“()Jr 1)

vaere konvergent, for her gar ¢(n)a,, mot 0. Men efter den ovenfor angitte

1
hjelpesetning er ogsa den siste rekken divergent hvis >’ o) er divergent.
p(n

Altsé finnes det ikke noen slik funksjon ¢(n).

Dette resultat er det forste ledd i en lang rekke undersokelser ut igjen-
nom hele det 19. &rhundrede, undersokelser som provet & gi svar pa spors-
malet: Er det mulig & finne noe generelt kriterium til & skille mellom
konvergente og divergente rekker? Forst henimot ar 1900 var det helt
klart at svaret er nei.

Det er vel begrunnet nar Abels franske biograf Pesloiian [5] skriver om
noten til Olivier: »Si ’on n’a point le temps de lire 'oeuvre d’Abel, du
moins peut-on méditer sur ces quelques pages; il n’en est pas qui mon-
trent mieux sa merveilleuse lucidité d’esprit et son admirable faculté
d’invention.«
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